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Aufgabe 1:
Hinweise:

1. In dieser Aufgabe sollen Sie nur die Ergebnisse angeben. Diese konnen Sie direkt bei den
Aufgaben notieren.

2. Sofern Sie die Notationen, Algorithmen und Datenstrukturen aus der Vorlesung “Datenstruk-
turen & Algorithmen” verwenden, sind Erkldrungen oder Begriindungen nicht notwendig.
Falls Sie jedoch andere Methoden benutzen, miissen Sie diese kurz soweit erkléren, dass Thre
Ergebnisse verstdndlich und nachvollziehbar sind.

3. Als Ordnung verwenden wir fiir Buchstaben die alphabetische Reihenfolge, fiir Zahlen die

aufsteigende Anordnung geméss ihrer Grosse.

Zeichnen Sie die Liste, welche entsteht, wenn die Move-to-Front-Regel benutzt wird, und auf
folgende Elemente zugegriffen wird (in dieser Reihenfolge): Q, F, X, Q, Z, V, F.

Liste vor den Zugriffen: X—-V—->72—-F—>B— Q

Liste nach den Zugriffen:

Fiihren Sie auf dem folgenden Array die ersten zwei Schritte des Sortierverfahrens Natiirliches
2-Wege-Mergesort durch.

7 16 |8 (1712 (205 |14 3 |1

nach Schritt 1:

nach Schritt 2:

Der folgende gerichtete Graph wird mit Tiefensuche traversiert. Die Suche startet beim Kno-
ten G. Geben Sie eine Reihenfolge an, in der die Knoten erreicht werden kénnen.

A
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1P d) Fiigen Sie die Schliissel 19,14, 30,10,12,99 in dieser Reihenfolge mittels Offenem Hashing
in die folgende Hashtabelle ein (die bereits ein paar Schliissel enthélt), und benutzen Sie
dabei Double Hashing. Die zu verwendende Hash-Funktion ist A(k) = k& mod 11, und fiir das
Sondieren die Hashfunktion h/(k) = 1+ (K mod 9).

11 3 16 20 1 0
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

e) Fiigen Sie in den untenstehenden AVL-Baum den Schliissel 17 ein, und l6schen Sie danach

1P
den Schliissel 13 daraus.
13)
(7] 19
@) O 3 @
U ©® @ s
1P f) Zeichnen Sie den bindren Suchbaum, dessen Postorder-Traversierung die Folge

9, 5,12, 14, 19, 18, 27, 21, 20, 10 ergibt.

1P g) Das untenstehende Array enthilt die Elemente eines Min-Heaps in der iiblichen Form ge-
speichert. Wie sieht das Array aus, nachdem das Minimum entfernt wurde und die Heap-
Bedingung wieder hergestellt wurde?

318 14110116 |6 |7 |27 |14 |20
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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h) Gegeben sei der folgende B-Baum der Ordnung 4. Fiigen Sie in diesen zuerst den Schliissel 2

1P
ein, und l6schen Sie danach den Schliissel 10 aus dem B-Baum.
Alr[o> () @[]
1P i) Geben Sie im untenstehenden gewichteten Graphen mittels des Approximationsalgorithmus,

der auf dem minimalen Spannbaum basiert, eine Rundreise an, deren Lénge hochstens das
2-fache der Lange einer optimalen Rundreise ist. Die Kantengewichte erfiillen die Dreiecksun-
gleichung. Sie miissen die Approximations-Schranke nicht beweisen. Beginnen Sie die Rund-

reise beim Knoten A.

A 1 B

10 5
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Aufgabe 2:

1P a) Geben Sie fiir die untenstehenden Funktionen eine Reihenfolge an, so dass folgendes gilt:
Wenn Funktion f links von Funktion g steht, so gilt f € O(g).

Beispiel: Die drei Funktionen n3,n”,n° sind bereits in der entsprechenden Reihenfolge, da
n3 € O(n") und n” € O(n?) gilt.

° 2log2 n
[ ] n2

log® n
[ ]

2%

o log(n®)
n
) H i2
i=1

3P b) Gegeben ist die folgende Rekursionsgleichung:

4T(2 242 1
T(ny = TE) T H2 n>
4 n=1

Geben Sie eine geschlossene (d.h. nicht-rekursive) Formel fiir 7'(n) an und beweisen Sie diese.

Hinweise:
(1) Sie kénnen annehmen, dass n eine Potenz von 2 ist.

. e, k i gkt
(2) Fir g # 1 gilt: >, (¢ =1 T
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c) Geben Sie die asymptotische Laufzeit in Abhéingigkeit von n fiir folgenden Algorithmus in
1P Theta-Notation an:

from
i:=1
until 1 > n
loop
from
j =1
until j > n
loop
j=3j+1
end
i:=1+1
end

1P d) Geben Sie die asymptotische Laufzeit in Abhéngigkeit von n fiir folgenden Algorithmus in
Theta-Notation an:

from
i:=
j =
until i > n
loop
from
until j > i + 5
loop
j=3j+1
end
i = 2%i
end

1
1

1P e) Geben Sie die asymptotische Laufzeit in Abhéngigkeit von n fiir folgenden Algorithmus in
Theta-Notation an:

from
iz:=1
s :=1
until i > n
loop
if i > s then
from
j =1
until j > s
loop
ji=g+1
end
s =2 % s
end
i=1+1
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Aufgabe 3:

In dieser Aufgabe soll eine Datenstruktur entworfen werden. Das zu losende Problem ist das folgen-
de: Gegeben sind n Punkte Py, Py, ..., P, mit ganzzahligen Koordinaten (z1,y1), (z2,92), ..., (Tn,Yn).
Die z; sind alle verschieden und unverinderlich. Die Punkte kénnen jedoch auf der y-Achse ver-
schoben werden, d.h. die Werte y; kénnen durch Operationen verdndert werden.

Die zu entwerfende Datenstruktur soll die folgenden Operationen effizient unterstiitzen:

e RangeMax (Tmin, Tmax):
Liefert die grosste y-Koordinate eines Punktes im Intervall [zpin, Zmax| zuriick.

e Update(x;, Ynew):
Setzt die y-Koordinate von Punkt (x;,y;) auf den Wert y,eq.

Im untenstehenden Beispiel wiirde also RangeMax (2, 7) zuerst den Wert 5 liefern. Wenn danach
jedoch die Operation Update (5, 6) ausgefiihrt wird, liefert RangeMax (2, 7) den Wert 6.

—t+—t ———+— x
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
3P a) Entwerfen und beschreiben Sie eine Datenstruktur fiir das obige Problem, sowie eine niitzliche

Invariante, welche fiir die in Threr Datenstruktur gespeicherten Werte gelten soll (unabhéingig
davon, wieviele Update-Operationen schon ausgefiithrt wurden).

3P b) Beschreiben Sie, wie die in a) entworfene Datenstruktur benutzt werden kann, um die Opera-
tion RangeMax (T min, Tmax) effizient zu implementieren. Geben Sie zudem die Laufzeit dieser
Operation im schlechtesten Fall an.

3P c¢) Beschreiben Sie, wie die Datenstruktur aktualisiert wird, wenn die Operation
Update (x;, Ynew) ausgefithrt wird.



2P
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Aufgabe 4:

In dieser Aufgabe geht es um Baume, deren Kanten Gewichte haben. Fiir einen gegebenen Baum
soll eine Teilmenge M aller Kanten des Baumes ausgewihlt werden, so dass keine zwei ausgewéhlten
Kanten einen gemeinsamen Knoten als Endpunkt haben (d.h. keine zwei Kanten diirfen sich
beriihren). Sie erinnern sich: Eine solche Teilmenge nennt man ein Matching. Das Ziel ist nun,
ein Matching zu finden, bei dem die Summe der Gewichte aller ausgewédhlten Kanten grosstmoglich
ist.

Die Knoten sind wie bei einem Heap in Ebenen gegliedert, und von oben nach unten und von
links nach rechts nummeriert (siche Bild). Die Nummer einer Kante sei die Nummer ihres unteren
Endpunkts im Baum. Das Gewicht der Kante i heisse w;.

Der Baum ist wie folgt in einem Array 7' gegeben: T' enthélt n Elemente, nummeriert von 1 bis n.
Element ¢ steht an Position ¢ und beschreibt das Intervall der Nummern der Kinder des Knotens
i. Daher ist T'[i].min das Kind von Knoten ¢ mit der kleinsten Nummer, und 7'[i].max das mit der
grossten. Hat Knoten ¢ keine Kinder, so ist T'[i].min = 0,T'[i].maz = —1.

Das untenstehende Bild zeigt einen Beispielbaum mit der zugehorigen Représentation als Array.
Die Gewichte aller Kanten sind durch ein zweites Array W gegeben, welches an Position i das
Gewicht der Kante mit Nummer ¢ enthélt, d.h. W/[i] = w;.

3
T: [ 2457 [0-1[88 [0-1]0-1]0-1]0-1

a) Entwerfen Sie einen moglichst effizienten Algorithmus, der fiir einen gegebenen Baum berech-
net, wie hoch das maximal mogliche Gewicht eines Matchings auf diesem Baum ist. Beschrei-
ben Sie den Algorithmus kurz in Worten, und geben Sie dessen Laufzeit im schlechtesten Fall
an.

b) Schreiben Sie ein feature in Eiffel, welches den in a) beschriebenen Algorithmus realisiert.
Anstelle von Eiffel konnen Sie auch C++4 oder Java verwenden.

Die Arrays T und W seien definiert als T: ARRAY[INTERVALL] und W: ARRAY[INTEGER],
wobei die Klasse INTERVALL wie folgt definiert ist:

class INTERVALL
feature

min: INTEGER

max: INTEGER
end -- class INTERVALL

c¢) Beschreiben Sie, wie man mit Hilfe der Losung aus Teilaufgabe a) ein Matching finden kann,
welches das maximal mégliche Gewicht hat.
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Aufgabe 5:

Gegeben sei eine Menge von n orthogonalen Rechtecken Ry, ..., R,. Jedes Rechteck R; ist gegeben
durch die Koordinaten (I;,u;) des unteren linken Eckpunkts sowie die Koordinaten (r;,0;) des
oberen rechten Eckpunkts. Wir sagen, dass Rechteck R; das Rechteck R; ganz enthélt, wenn alle
der folgenden Bedingungen gelten: I; < l;, u; < uj, 73 > 7, 0; > 0. In der untenstehenden
Abbildung ist beispielsweise das Rechteck Ry im Reckteck Ry ganz enthalten.

GP—GDRS I—I RG

(r1,01)

R

Ry

(r2,09)
Rl R2

(l2,u2)

(li,w)

Nun méchte man feststellen, ob es in der gegebenen Menge ein Rechteck gibt, welches ganz in einem
anderen enthalten ist.

Hinweis: Natiirlich konnte man einfach jedes Paar von Rechtecken priifen, und so die Antwort in
O(n?) Zeit bestimmen. Wir erwarten hier daher eine effizientere Losung.

a) Entwerfen Sie einen moglichst effizienten Algorithmus, welcher fiir eine gegebene Menge von
Rechtecken eine Nachricht dariiber ausgibt, ob es ein Rechteck gibt, das ganz in einem anderen
Rechteck enthalten ist. Beschreiben Sie Ihren Algorithmus in Worten und/oder Pseudocode.

b) Welche Laufzeit hat Thr Verfahren im schlechtesten Fall?



