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Aufgabe 1.

Hinweise:

D

2)

In dieser Aufgabe sollen Sie nur die Ergebnisse angeben. Diese konnen Sie direkt bei den
Aufgaben notieren.

Sofern Sie die Notationen, Algorithmen und Datenstrukturen aus der Vorlesung “Datenstruk-
turen & Algorithmen” verwenden, sind Erklarungen oder Begriindungen nicht notwendig.
Falls Sie jedoch andere Methoden benutzen, miissen Sie diese kurz soweit erkldaren, dass Ihre
Ergebnisse verstéindlich und nachvollziehbar sind.

Als Ordnung verwenden wir fiir Buchstaben die alphabetische Reihenfolge, fiir Zahlen die
aufsteigende Anordnung geméss ihrer Grosse.

Fiihren Sie auf dem folgenden Array zwei Iterationen des Sortieralgorithmus Sortieren durch
Einfiigen aus. Das zu sortierende Array ist durch vorherige Iterationen bereits bis zum Dop-
pelstrich sortiert worden.

205 7|19 (11, 8|3 |1 ]12 14|20

1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 11 12

205 79 1118|3112 14|20

1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 11 12

205 7911|1583 |1 ]12 1420

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Fiigen Sie die Schliissel 9, 11, 17, 25, 31, 20 in dieser Reihenfolge in die untenstehende Hashta-
belle ein. Benutzen Sie Double Hashing mit der Hashfunktion h(k) = k£ mod 11, und benutzen
Sie h'(k) = 1+ (k mod 9) zur Sondierung.

Lisung:

Bei Sondierung nach links:

11 25 | 31 17 20 9

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Bei Sondierung nach rechts:

11120 25 17 311 9

0 1 2 3 4 5) 6 7 8 9 10
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1P c¢) Geben Sie eine topologische Sortierung des untenstehenden Graphen an.

Topologische Sortierung: B , C , A , D , E , F

1P d) Geben Sie eine mdglichst kleine Teilmenge der Knoten des folgenden Graphen an, die mit dem
Satz von Hall beweist, dass der Graph kein perfektes Matching besitzt.

Lésung: Die Menge X = {H, I, J} hat Kardinalitit 3, aber die Nachbarschaft I'(X) = {B, D}
enthélt lediglich 2 Elemente. Nach dem Satz von Hall kann der obige Graph also kein perfektes
Matching haben.

1P e) Geben Sie an, wieviele Schliisselvergleiche benétigt werden, wenn in der folgenden selbstan-
ordnenden Liste mit der Move-to-Front-Regel auf die Elemente 'L, ’A’, "M’, A’ "H’, "A’, "A’,
'R’ in dieser Reihenfolge zugegriffen wird.

A~L—-G—0—R—I1—T—H—M-—U

Lésung:

@]

Zugriff auf 'L’: 2 Vergleiche. Neue Struktur der Liste:
rL—A—-G—0O—R—1—T—H—M-—U-—S
Zugriff auf ’A’: 2 Vergleiche. Neue Struktur der Liste:
A~~L—G—0—R—1—T—H—M-—U-—7S
Zugriff auf "M’: 9 Vergleiche. Neue Struktur der Liste:
M—A—L—+G—0—R—1—T—H—U-—S
Zugriff auf "A’: 2 Vergleiche. Neue Struktur der Liste:
A~~M—>L—-G—0—R—I—T—H—U-—7S
Zugriff auf "H’: 9 Vergleiche. Neue Struktur der Liste:

iH—A—M—L—-G—0—R—I1—T—U-—8S
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Zugriff auf ’A’: 2 Vergleiche. Neue Struktur der Liste:
A—~H—+M—-L—-G—0—R—1—T—U-—7S

Zugriff auf "A’: 1 Vergleich. Neue Struktur der Liste:
A—H—+M—-L—-G—0—R—1—T—U-—7S

Zugriff auf 'R’: 7 Vergleiche.

Zusammen ergeben sich also 24+2+9+2+ 9+ 24 1+ 7 = 34 Vergleiche.

Fiigen Sie in den untenstehenden 2-3-Baum (B-Baum der Ordnung 3) zuerst den Schliissel
7 und in den entstehenden Baum den Schliissel 20 ein. Fiithren Sie auch die zugehorigen
Strukturéinderungen durch.

8 11

5 CD 15 17

Nach Einfiigen von 7: Nach Einfiigen von 20:

Geben Sie fiir die untenstehenden Funktionen eine Reihenfolge an, so dass folgendes gilt:
Wenn eine Funktion f links von einer Funktion g steht, dann gilt f € O(g).

Beispiel: Die drei Funktionen n3, n”, n” sind bereits in der entsprechenden Reihenfolge, da

n3 € O(n”) und n” € O(n?) gilt.
o 2%
. )
e n-(logn)d
e 157
o 37/2
o n!

n
® (logn)2

Losung: Es gilt () = @ € O(n?). Weiterhin gilt 3"/2 = (3'/2)» = (1/3)", und wegen
V3 < 2ist (v/3)" € O(2"). Die einzige giiltige Reihenfolge ist daher

n n n an
157,@:”'(1(%”)5: <2>’(\/§) 72 ’n!
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h) Gegeben ist die folgende Rekursionsgleichung:

T(n) = {;2+7T(n/7) 2:1

Geben Sie eine geschlossene (d.h. nicht-rekursive) und mdglichst einfache Formel fiir T'(n) an
und beweisen Sie diese mit vollsténdiger Induktion.

Lisung: Da wir annehmen diirfen, dass n eine Potenz von 7 ist, gilt n = 7 fiir ein n € N. Wir
teleskopieren, um auf eine Formel fiir 7'(n) zu kommen:
T(n)=124+7T(n/7)
=124+ 7124 7T(n/7%) =12+ 712+ 7*T(n/7?)
=124 7-124+ 72124 7T(n)73) =12+ 7-124 7> - 12 + 73T(n/7°)

k—1 k
| . =1
-..= 12§ i kor(1y=12- —— +7F.3=92(7" —1 Tk =5.78 2.
( i:07>+7 (1) 7_1+7 3=2(7 )+3-7"=5-7

Wir beweisen nun unsere Annahme durch vollstdndige Induktion {iber k.
Induktionsverankerung (k = 0): Es gilt T(7°) = T(1) =3=5-7" — 2.
Induktionsannahme: Fiir ein k € Ny sei T(7%) =5 - 7% — 2.

Induktionsschritt (k — £+ 1):

Ty =12+ 7-T(7%) ™2™ 12 4 7. (5. 7% — 2)

=5.7"1 112 14 =5.7F1 _ 9
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i) Geben Sie die asymptotische Laufzeit in Abhéngigkeit von n € N fiir den folgenden Algorith-

mus (so knapp wie moglich) in ©-Notation an. Sie miissen Thre Antwort nicht begriinden.

1 for(inti=1;i<=mn;i+=3) {

2 for(int j = 1; j <= 2%; j ++)
3 ;

4}

Losung: Wir schitzen zunéchst die Laufzeit nach oben ab. Die dussere Schleife wird héchstens
n Mal durchlaufen, und wegen ¢ < n wird die innere Schleife héchstens 2n Mal durchlaufen.
Die Laufzeit ist also in O(n?). Andererseits wird die #ussere Schleife mindestens |[n/3] Mal
durchlaufen, und fiir ¢ > n/2 wird die innere Schleife mindestens n Mal durchlaufen. Die
Laufzeit ist damit auch in (n?). Insgesamt erhalten wir also eine Laufzeit von ©(n?).

j) Geben Sie die asymptotische Laufzeit in Abhéngigkeit von n € N fiir den folgenden Algorith-

mus (so knapp wie moglich) in ©-Notation an. Sie miissen Thre Antwort nicht begriinden.

1 for(inti=1;i<mn;i++){

2 for(int j =n;j >=3;j /= 3)
3 ;

4}

Lésung: Die #ussere Schleife wird genau n — 1 € ©(n) Mal durchlaufen, die innere genau
|logs(n)] € O(logn) Mal. Wir erhalten also eine Gesamtlaufzeit in O(nlogn).

k) Zeigen oder widerlegen Sie: Der minimale Spannbaum eines ungerichteten gewichteten Gra-

phen G = (V, E,w) ist genau dann eindeutig, wenn G keine zwei Kanten mit dem gleichen
Gewicht besitzt.

Losung: Die Aussage ist falsch. Zwar ist der minimale Spannbaum eindeutig bestimmt, wenn
keine zwei Kanten das gleiche Gewicht besitzen, die umgekehrte Richtung gilt allerdings nicht.
Fin Gegenbeispiel ist z.B. der folgende Graph, der ausschliesslich aus Kanten mit Gewicht
1 besteht, und in dem der minimale Spannbaum dem Graphen selbst entspricht (d.h., der
insbesondere eindeutig bestimmt ist).

(o —{(u)— (v
1 21 B
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1) Gegeben ist ein AVL-Baum der Hohe h (zur Erinnerung: Ein AVL-Baum der Héhe 1 besteht

aus genau einem Knoten). Wir definieren ¢ := (1++/5)/2. Sei N(h) die minimale Knotenanzahl
eines AVL-Baums mit der Hohe h. Zeigen Sie durch allgemeine Induktion iiber h, dass jeder
AVL-Baum der Hohe h mindestens ¢"~1 viele Knoten hat, d.h., dass N(h) > ¢! gilt.
Betrachten Sie dazu im Induktionsschritt einen AVL-Baum mit der Héhe h und minimaler
Knotenanzahl, und skizzieren Sie die Struktur eines solchen Baums.

Lésung:

Induktionsverankerung I (h = 1): Ein AVL-Baum der Hohe 1 besteht aus genau einem
Knoten, hat folglich also mindestens N(1) =1 > ¢!~ = 1 Knoten.

Induktionsverankerung II (h = 2): Ein AVL-Baum der Hohe 2 besitzt neben der Wurzel
mindestens einen weiteren Knoten, hat folglich also mindestens N(2) = 2 > ¢>~! = ¢ Knoten.

Induktionsannahme: Angenommen, jeder AVL-Baum der Hohe hochstens A hat mindestens
"1 viele Knoten, d.h. es sei N(h') > ¢/~ fiir alle b’ € {1,...,h}.

Induktionsschritt (h — h+1): Ein AVL-Baum der Hohe i mit einer minimalen Anzahl von
Knoten besteht aus einer Wurzel mit einem Teilbaum der Hohe A — 1 und einem Teilbaum
der Hohe h (hétten beide Teilbdume Hohe h, dann wire die Knotenanzahl sicherlich nicht
minimal). Ein solcher Baum besitzt die folgende Struktur:

Wir erhalten also

Nh+1)>1+Nh—-1)+N(h) > 1+¢" 246" =14+6"2(1+09)
=1+¢" 9" =1+¢" > ¢",

was die Aussage beweist.
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Aufgabe 2.

Ein Student mochte heute und morgen jeweils eine Portion Bratkartoffeln kochen und hat dazu n
Kartoffeln {1,...,n} mit einem Gesamtgewicht von G € N Gramm zur Verfiigung. Die Kartoffel 4
wiegt g; € N Gramm. Es sollen nun alle n Kartoffeln so auf die zwei Portionen A und B verteilt wer-
den, dass diese annéhernd gleich schwer sind. Da die Portionen fiir unterschiedliche Tage bestimmt
sind, muss eine Kartoffel entweder komplett fiir die Portion A oder komplett fiir die Portion B
verwendet werden (jede Kartoffel muss entweder sofort benutzt werden oder wvollstindig fiir morgen
aufbewahrt werden). Konkret suchen wir also zwei Mengen A und B von Kartoffeln mit AN B = ),
AUB ={1,...,n}, deren Gewichtsdifferenz minimal ist.

8P a) Geben Sie einen Algorithmus an, der nach dem Prinzip der dynamischen Programmierung
arbeitet und die kleinstmogliche Gewichtsdifferenz zweier Mengen A und B (wie oben be-
schrieben) berechnet.

Lisung:

Definition der DP-Tabelle: Wir verwenden eine (n + 1) x (|G/2] + 1)-Tabelle T mit
Eintrégen, die entweder “true” oder “false” sind. Fiir 0 < i <nund 0 < g < |G/2] sei genau
dann Ti,g] = true, wenn es eine Menge K C {1,...,i} der ersten i Kartoffeln gibt, deren
Gesamtgewicht exakt g betrdgt, d.h. die ), ;- gr = g erfiillt.

Berechnung eines Eintrags: Wir unterscheiden drei Félle.

e Ti,0] = true fiir jedes i € {0,...,n}, denn die Menge {1,...,7} enthélt die leere Menge
K = () mit Gewicht 0.

e 70, g] = false fiir jedes g € {1,...,|G/2]}, denn mit der leeren Menge kann kein Gewicht
g > 0 erzielt werden.

e Firalleie {1,...,n} und g € {1,...,|G/2]} setzen wir

, Tli—1,4] falls g; > g
Tli,g] = § . .
Tli—1,9]VT[i—1,9—gi] sonst
Fiir g; > ¢ wiegt die Kartoffel ¢ mehr als das zuldssige Gesamtgewicht der Auswahl,
folglich kann sie niemals in dieser enthalten sein und es gilt T'[i, g] = T'[i—1, g]. Ansonsten
kann die Kartoffel ¢ in der Auswahl entweder enthalten sein, oder nicht, d.h., mit den
Kartoffeln {1,...,7 — 1} muss entweder das Gewicht g — g; erzielt werden konnen (falls
die Kartoffel benutzt wird), oder das Gewicht g (falls die Kartoffel nicht benutzt wird).

Berechnungsreihenfolge: Wir berechnen die Eintriige T[4, g| fiir aufsteigende Werte von 1,
und fiir gleiche Werte von i fiir aufsteigende Werte von g.

Auslesen der Losung: Fiir jedes g € {0, ..., |G/2]} ist genau dann T'[n, g] = true, wenn die
gegebenen Kartoffeln eine Teilmenge mit Gewicht g besitzen. Zur Ermittlung der grosstmoglichen
Gewichtsdifferenz suchen wir das grosste gmae mit T'[n, gmae] = true. Dies ist das maximal
mogliche Gewicht einer Portion mit Gewicht héchstens | G/2]. Die minimale Gewichtsdifferenz
betrégt dann (G - gmaa:) = 9maz = G — 2gmaz Gramm.
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b)

Beschreiben Sie detailliert, wie aus der DP-Tabelle abgelesen werden kann, welche Kartoffel
an welchem Tag benutzt wird.

Lésung: Sei gmqr wie in a) der grosste Wert mit T'[n, gmaz] = true. Wir setzen i <— n und
g < 9gmaz und verfahren wie folgt. Ist ¢ = 0, dann sind wir fertig. Ansonsten priifen wir, ob
Tli,g] = T[i — 1,¢] gilt. Falls ja, dann setzen wir ¢ - i — 1 und fahren wie beschrieben fort.
Ansonsten gilt T[i,g] = T[i — 1,9 — g;], wir geben ¢ aus, setzen ¢ < i — 1 und g < g — gi,
und fahren wie beschrieben fort. Die auf diese Art ausgegebenen Kartoffeln werden heute, die
iibrigen am néchsten Tag benutzt (oder umgekehrt).

Geben Sie die Laufzeit des in a) und b) entwickelten Verfahrens an und begriinden Sie Ihre
Antwort. Ist die Laufzeit polynomiell?

Lésung: Die Tabelle in a) hat eine Grosse von O(nG), jeder Eintrag kann in konstanter Zeit
aus frither berechneten Eintrégen berechnet werden. Damit betrégt die Gesamtlaufzeit ©(nG),
was lediglich pseudopolynomiell ist.

Der Algorithmus in b) terminiert nach ©(n) Schritten (wenn g4, bekannt ist, was wir an-
nehmen). Jeder Schritt ist in konstanter Zeit ausfithrbar. Die Laufzeit betrigt daher ©(n).
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Aufgabe 3.

Im Devisenhandel bezeichnet Arbitrage das Ausnutzen von Preisunterschieden, um durch mehrfaches
Wechseln von Wihrungen einen Gewinn zu erzielen. Am 2. Juni 2009 zum Beispiel konnte 1 US-
Dollar in 95.729 Yen gewechselt werden, 1 Yen in 0.00638 Britische Pfund und 1 Britisches Pfund
in 1.65133 US-Dollar. Héatte ein Héndler also 1 US-Dollar in Yen gewechselt, den erhaltenen Betrag
in Britische Pfund und schliesslich diesen Betrag dann zuriick in US-Dollar getauscht, dann hétte
er 95.729 - 0.00638 - 1.65133 ~ 1.0086 US-Dollar erhalten, was einem Gewinn von 0.86% entspricht.

a)

Gegeben seien n Wiahrungen {1,...,n} und eine (n x n)-Wechselkursmatrix R € (Q1)2. Fiir
zwei Wahrungen 4,5 € {1,...,n} kann eine Einheit der Wahrung ¢ in R(%,j) > 0 Einhei-
ten der Wahrung j getauscht werden. Es soll entschieden werden, ob ein Arbitrage-Geschift
moglich ist, d.h., ob es eine Folge von k verschiedenen Wéhrungen Wy,..., Wy € {1,...,n}
mit R(Wq, Ws) - R(Wa, W3) -+ R(Wg_1, W) - R(Wy, W1) > 1 gibt.

Modellieren Sie das Problem als Graphproblem. Konstruieren Sie aus der obigen Eingabe einen
gerichteten, gewichteten Graphen G = (V, E,w), der genau dann einen Kreis mit negativem
Gewicht besitzt, wenn ein Arbitrage-Geschéft moglich ist. Begriinden Sie, dass G genau dann
einen Kreis negativer Linge enthélt, wenn ein Arbitrage-Geschéft moglich ist.

Lésung: Wir erzeugen einen vollstdndigen Graphen mit der Knotenmenge V = {1,...,n}.
Die Kante (4, j) bekommt das Gewicht w((¢,7)) = —In(R(7,)). Angenommen, ein Arbitrage-
Geschift mit den Wahrungen Wy, ..., Wy € {1,...,n} ist moglich. Dann gilt

R(Wy,W3) - R(Wo, Ws3) -+ R(Wy_1, W) - R(Wy, W1) >
o In(R(Wy, W) - R(Wa, W) - R(Wk W) - (Wk,Wl)) > In(1) = 0
o In(R (Wl,Wz))+l( (W, W3)) + - - + In(R(Wi_1, W) + In(R(Wy, W1)) > 0
o —In(R(W1, Wa)) — In(R(Wa, W3)) —---—ln(R(Wk,l,Wk))—ln(R(Wk,Wl)) <0
< w((Wi, W2)) + w((Wa, Ws)) + -+ + w((Wi—1, Wi)) + w((Wk, W1)) <0

folglich enthiilt G einen Zyklus mit negativem Gewicht. Da nur Aquivalenzumformungen
durchgefiihrt wurden, gilt die Argumentation also in beide Richtungen.

Welcher Kiirzeste-Wege-Algorithmus kann benutzt werden, um in einem Graphen Kreise ne-
gativer Lénge zu erkennen? An welchem Knoten kann der Algorithmus beginnen? Welche
Laufzeit (in Abh#ngigkeit von n) erreicht der gewéhlte Algorithmus, wenn er auf den Gra-
phen in a) angewendet wird?

Losung: Der Algorithmus von Bellman und Ford ist eine sinnvolle Wahl, da er Zyklen mit
negativem Gewicht erkennt. Da der Graph zusammenhéngend ist und jeder Zyklus mit nega-
tivem Gewicht von jedem Knoten ausgehend erreicht werden kann, kann der Algorithmus bei
jedem Knoten von G beginnen. Es gibt |[V| = n Knoten und |E| = n(n — 1) € ©(n?) viele
Kanten. Der Algorithmus hat daher eine Laufzeit von O(|V||E|) = ©(n?).
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Aufgabe 4.

Gegeben sei eine zweidimensionale Landkarte, die einen Ausschnitt eines Gebirges zeigt. Auf dieser
Karte sind die Positionen von n Wanderern eingetragen. Der Wanderer ¢ befindet sich an der Position
W; = (z}V,y}") € Q?. Im Gebirge sind m Mobilfunk-Sendemasten aufgestellt. Der Sendemast j hat
die Position S; = (xjs ,yf ) € Q2 und eine Reichweite von r; € QT. Konkret heisst dies, dass die
Natels aller Personen, die sich innerhalb des Kreises mit Mittelpunkt S; und Radius 7; befinden,
Empfang haben. Die Aufgabe besteht nun darin, alle Wanderer zu identifizieren, deren Natel keinen
Empfang hat.

a) Entwerfen Sie einen moglichst effizienten Scanline-Algorithmus, der als Eingabe die Positio-
nen Wy,..., W, von n Wanderern, die Positionen Si,...,S,, von m Sendemasten sowie die
entsprechenden Reichweiten 71, ..., r,, erhélt, und der die Menge aller Wanderer berechnet,
deren Natel keinen Empfang hat.

Lisung:

Haltepunkte: Wir verwenden eine vertikale Scanline, die von links nach rechts lduft. Dabei
stoppen wir, sobald die Scanline die Position eines Wanderers schneidet, oder wenn ein Kreis
startet oder endet. Die Haltepunkte sind also fo fir i € {1,...,n}, sowie xf —rj und xf +r;
fir j e {1,...,m}.

Scanline-Datenstruktur: Da sich keine zwei Kreise schneiden, kénnen die Kreise eindeutig
nach y-Koordinate verglichen werden. Zwar haben die Kreise y-Koordinaten, die in z-Richtung
variieren, die relative Ordnung der Kreise bleibt jedoch gleich. Wir beobachten folgendes: Sind
zwei Kreise K, K; mit den Mittelpunkten (xf, yf) und (xls, ylS) gegeben, und ist y; < y;, dann
liegt K; unterhalb von Kj. Daher kénnen wir als Scanline-Datenstruktur einen AVL-Baum
verwenden, der in y-Richtung aufsteigend geordnet ist, und als Schliissel die y-Koordinaten
y; der entsprechenden Kreise benutzt.

Aktualisierung: Hier unterscheiden wir drei Fille.

1. Fall: Ein neuer Kreis startet. Sei (xf , yf ) der Mittelpunkt des entsprechenden Kreises. Dann
fiigen wir yJS in die Scanline-Datenstruktur ein.

2. Fall: Ein Kreis endet. Sei (:cf ) yJS ) der Mittelpunkt des entsprechenden Kreises. Dann ent-
fernen wir yf aus der Scanline-Datenstruktur.

3. Fall: Ein Wanderer wird geschnitten. Sei yZW die y-Koordinate des entsprechenden Wan-
derers. Sei K; der in der Wurzel des AVL-Baums gespeicherte Kreis. Wir priifen, ob
(V) in K ; liegt. Ist dies der Fall, dann hat das Natel des Wanderers Empfang,
folglich muss nichts ausgegeben werden und wir sind fertig. Ansonsten priifen wir, ob
(:UZVV, yZW ) unterhalb oder oberhalb des Kreises K liegt, und fahren auf die gleiche Weise
im linken bzw. rechten Teilbaum der Wurzel fort. Falls das Natel des Wanderers Empfang
hat, dann finden wir auf diese Weise einen Kreis, der (z}V, y}") enthilt. Ansonsten endet
unsere Suche erfolglos in einem Blatt, und wir wissen, dass das Natel des Wanderers
keinen Empfang hat. In diesem Fall wird der Index ¢ ausgegeben.

Auslesen der Losung: Die Losung wird direkt wihrend der Aktualisierung der Datenstruk-
tur ausgegeben. Fiir jeden Wanderer wird gepriift, ob sein Natel Empfang hat oder nicht, und
der entsprechende Index wird ausgegeben falls das Natel keinen Empfang hat.
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Hinweis: Ein Scanline-Algorithmus, der um jeden Kreis eine Bounding Box legt und die Kreise
wie Quadrate behandelt, fithrt im schlimmsten Fall zu einer Laufzeit von Q(nm) (tatséchlich
sogar Q(nm+ (n+m)log(n+m)), da zusétzlich noch sortiert werden muss, und fiir konstante
m oder n der Aufwand fiir das Sortieren nicht entfillt). Diese Laufzeit wird z.B. erreicht, wenn
sich alle Wanderer ausserhalb aller Kreise, aber innerhalb aller Bounding Boxen befinden. Das
folgende Beispiel zeigt die Position eines Wanderers (in blau eingezeichnet), der sich ausserhalb
aller Kreise, aber innerhalb aller Bounding Boxen (gestrichelt eingezeichnet) befindet.

b) Geben Sie die Laufzeit Ihres in a) entwickelten Algorithmus an und begriinden Sie Ihre Ant-

wort.

Losung: Sei n die Anzahl der Wanderer und m die Anzahl der Sendemasten. Das Sortieren der
Eckpunkte benétigt eine Laufzeit von ©((n 4+ m)log(n+m)). Einfiigen und Léschen im AVL-
Baum bendtigen jeweils Zeit O(logm) fiir alle 2m Haltepunkte der Sendemasten. Der Test,
ob das Natel eines Wanderers Empfang hat, kann wie beschrieben ebenfalls in Zeit O(log m)
durchgefiihrt werden. Insgesamt erhalten wir also eine Laufzeit von ©((n + m)log(n + m)).



