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Aufgabe 1.
Hinweise:

1) In dieser Aufgabe sollen Sie nur die Ergebnisse angeben. Diese kénnen Sie direkt bei den
Aufgaben notieren.

2) Sofern Sie die Notationen, Algorithmen und Datenstrukturen aus der Vorlesung “Datenstruk-
turen & Algorithmen” verwenden, sind Erklarungen oder Begriindungen nicht notwendig.
Falls Sie jedoch andere Methoden benutzen, miissen Sie diese kurz soweit erkldaren, dass Ihre
Ergebnisse verstéindlich und nachvollziehbar sind.

3) Als Ordnung verwenden wir fiir Buchstaben die alphabetische Reihenfolge, fiir Zahlen die
aufsteigende Anordnung geméss ihrer Grosse.

1P a) Fiihren Sie auf dem folgenden Array zwei Iterationen des Sortieralgorithmus Sortieren durch
Auswahl aus. Das zu sortierende Array ist durch vorherige Iterationen bereits bis zum Dop-
pelstrich sortiert worden.

Ly214 76 (11920 7 1512|148

1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 11 12
1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 11 12
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1P b) Fiigen Sie die Schliissel 8, 10, 15, 9, 17 in dieser Reihenfolge in die untenstehende Hashta-
belle ein. Benutzen Sie offenes Hashing mit der Hashfunktion h(k) = k mod 7 und 16sen Sie
Kollisionen mittels quadratischem Sondieren auf.
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Stud.-Nummer:

c) Geben Sie jeweils eine Reihenfolge an, in der die Knoten des folgenden Graphen von einer
Breitensuche (BFS) bzw. Tiefensuche (DFS) mit Startknoten A besucht werden, wenn die
Nachbarn eines Knotens in alphabetischer Reihenfolge abgearbeitet werden.

d) Fiigen Sie in den folgenden AVL-Baum zuerst den Schliissel 2 ein und entfernen Sie danach

1P

BF'S:

DFS:

1P
den Schliissel 14.

Nach Einfiigen von 2: Nach Léschen von 14:
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1P e) Markieren Sie in der untenstehenden Abbildung die ersten drei Kanten, die der Algorithmus
von Jarnik, Prim und Dijkstra ausgehend von Knoten A in den minimalen Spannbaum auf-

nimmt.

1P f) Zeichnen Sie denjenigen binéren Suchbaum, bei dem in Postorder-Reihenfolge die Schliissel 4,
7,6, 10, 11, 9 angetroffen werden.

2P g) Gegeben sei ein gewichteter Graph G. Zeigen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

1. Wenn P = (vy,...,v;) und @ = (wy,...,w;) kiirzeste Pfade mit vy = w; sind, dann ist
(v1,...,v5 = w1,...,w;) ein kiirzester Pfad von v; nach wj.

2. Sei P ein kiirzester Pfad von u nach v und sei w ein innerer Knoten von P. Der Teilpfad
von P von u nach w ist ein kiirzester Pfad von u nach w in G. Ebenso ist der Teilpfad
von w nach v ein kiirzester Pfad in G.
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1P h) Geben Sie fiir die untenstehenden Funktionen eine Reihenfolge an, so dass folgendes gilt:
Wenn eine Funktion f links von einer Funktion g steht, dann gilt f € O(g).

Beispiel: Die drei Funktionen n3, n”, n” sind bereits in der entsprechenden Reihenfolge, da

n? € O(n") und n” € O(n?) gilt.
« (1)
e log?(n)
e n-\/n
o 1!
e log(n®)
° 713
log(n™)
o /6"

3P i) Gegeben ist die folgende Rekursionsgleichung:

Tin) = {15+4T(n/4) n>1

1 n=1

Geben Sie eine geschlossene (d.h. nicht-rekursive) und mdglichst einfache Formel fiir T'(n) an
und beweisen Sie diese mit vollsténdiger Induktion.

Hinweise:

(1) Sie konnen annehmen, dass n eine Potenz von 4 ist.

k+1_1

(2) Fiir ¢ # 1 gilt: E;C:O ¢ =1 T




Stud.-Nummer: Datenstrukturen & Algorithmen Seite 5

1P j) Geben Sie die asymptotische Laufzeit in Abhéngigkeit von n € N fiir den folgenden Algo-
rithmus (so knapp wie moglich) in ©-Notation an. Sie miissen Thre Antwort nicht begriinden.

1 for(inti=1;i<=n;i+=3) {

2 for(int j=n;j > 1;j=j/3)
3 ;

4 int k = 1;

5 while(k*k <= n)

6 k=k+ 2;

7}

1P k) Geben Sie die asymptotische Laufzeit in Abhéngigkeit von n € N fiir den folgenden Algo-
rithmus (so knapp wie moglich) in ©-Notation an. Sie miissen Thre Antwort nicht begriinden.

1 for(inti=mn;i>0;i—=1){

2 for(int j =0;j<i;j+=1){
3 ;

4 }

5}
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Aufgabe 2.

Eine Firma hat den Auftrag bekommen, ein Kabel der Lange mindestens L zu produzieren. Da es
im Lager viele bereits frither produzierte Kabelstiicke gibt, soll das gewiinschte Kabel aus diesen
Teilstiicken zusammengesetzt werden. Konkret gibt es im Lager n Kabelstiicke. Kabelstiick ¢ hat
Lénge [;. Werden zwei Kabelstiicke mit Léngen /; und [; zusammengesetzt, entsteht ein Kabel
der Lénge l; + [;. Um das entstehende Kabel nicht unnétig lang zu machen, soll es unter allen
Moglichkeiten, ein Kabel der Lange > L herzustellen, minimale Lénge haben. Sie diirfen annehmen,
dass der Lagerbestand ausreichend gross ist, d.h., dass die Summe der Lingen aller Kabelstiicke
mindestens L betrégt.

Beispiel: Es soll ein Kabel der Linge L = 6 produziert werden, und im Lager gibt es Kabelstiicke
der Liangen I; = 3, Iy = 4 und I3 = 5. Die beste Moglichkeit ist die Wahl der Kabelstiicke {1,2},
denn diese haben zusammen Lénge 7. Auch die Wahlen {2, 3} und {1, 2,3} fithren zu einem Kabel
der Lange > 6, aber da ihre Gesamtliangen 9 bzw. 12 betragen, sind sie nicht optimal und daher
auch nicht die gesuchte Losung.

a) Geben Sie einen Algorithmus an, der nach dem Prinzip der dynamischen Programmierung
arbeitet und die minimale Linge eines Kabels berechnet, sodass dieses Kabel aus geeigneten
Kabelstiicken aus {1,...,n} zusammengesetzt werden kann und mindestens Léinge L hat. Fiir
das Beispiel oben soll also 7 ausgegeben werden. Gehen Sie in Ihrer Losung auf die folgenden
Aspekte ein.

1) Was ist die Bedeutung eines Tabelleneintrags, und welche Grosse hat die DP-Tabelle?
2) Wie berechnet sich ein Tabelleneintrag aus frither berechneten Eintréigen?

3) In welcher Reihenfolge kénnen die Eintrége berechnet werden?

4) Wie kann aus der DP-Tabelle der Wert der minimalen Kabelléinge ausgelesen werden?

Hinweis: Der triviale Algorithmus, der einfach alle méglichen Losungen inspiziert, gibt keine
Punkte, weil er nicht nach dem Prinzip der dynamischen Programmierung arbeitet.

b) Beschreiben Sie detailliert, wie aus der DP-Tabelle abgelesen werden kann, welches Kabelstiick
in einer optimalen Losung benutzt wird.

c) Geben Sie die Laufzeit des in a) und b) entwickelten Verfahrens an und begriinden Sie Thre
Antwort. Ist die Laufzeit polynomiell?
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Aufgabe 3.

In einem Krankenhaus soll bestimmt werden, welcher Arzt an welchem Tag arbeitet. Diese Aufgabe
befasst sich mit der Arbeitszeitplanung zu Ferientagen. Sei T' die Menge aller Ferientage. Es gibt k
Ferienzeiten {1,...,k}, die aus einem oder mehreren zusammenhéngenden Tagen T C T' bestehen
(fir j € {1,...,k}). Jeder Tag in T kommt in genau einer Ferienzeit vor, d.h. insbesondere ist
T;NT; = 0 fir ¢ # j. Im Krankenhaus arbeiten n Arzte. Jeder Arzt i gibt eine Menge von Tagen
S; C T an, an denen er anwesend sein kann. Die Aufgabe besteht nun darin, einen Einsatzplan zu
entwerfen, der die Ferientage T so unter den Arzten verteilt, dass an jedem Tag genau ein Arzt
anwesend ist. Ausserdem soll kein Arzt an mehr als C' € N Ferientagen insgesamt arbeiten miissen.
Die Aufgabe besteht nun darin, effizient zu entscheiden, ob fiir ein gegebenes C' ein geeigneter
Einsatzplan existiert, und falls ja, effient zu berechnen, wie dieser aussieht.

Beispiel: Sei C' = 2 gegeben. Die Arzte und Ferienzeiten seien die folgenden:

i | Arzt ‘ Mogliche Tage S;

1| Dr. Cuddy | {24.12,25.12,26.12} j | Beschreibung | Zugehorige Tage 7
2 | Dr. Foreman | {24.12} 1 | Weihnachten {24.12,25.12,26.12}
3 | Dr. House {1.8} 2 | Nationalfeiertag | {1.8}

4 | Dr. Wilson | {1.8,24.12}

Nun existieren verschiedene Moglichkeiten, z.B. kénnte Dr. Cuddy am 25. und am 26.12 anwesend
sein, Dr. House am 1.8 und Dr. Wilson am 24.12. Wére stattdessen C' = 1 gegeben gewesen, dann
existierte kein geeigneter Einsatzplan.

a) Modellieren Sie das o.g. Problem als Flussproblem. Beschreiben Sie dazu die Konstruktion
eines geeigneten Netzes N = (V, E,¢) mit der Knotenmenge V sowie der Kantenmenge E,
und geben Sie an, welche Kapazitéiten die Kanten besitzen sollen. Wie kann aus dem Wert
eines maximalen Flusses abgelesen werden, ob ein geeigneter Einsatzplan existiert oder nicht?

b) Nennen Sie einen Algorithmus, der das Problem aus a) moglichst effizient 16st, und geben Sie
die Laufzeit im schlimmsten Fall in Abhiingigkeit von der Anzahl der Arzte n und der Anzahl
der Ferientage m = |T'| an. Begriinden Sie Ihre Antwort.

¢) Nehmen Sie an, das Flussproblem aus a) wurde bereits gelost, d.h. zu einem maximalen Fluss ¢
kennen Sie den Fluss ¢, auf jeder Kante e. Nehmen Sie weiter an, ein geeigneter Einsatzplan
wie oben beschrieben existierte tatsdchlich. Beschreiben Sie detailliert einen Algorithmus, der
aus den ¢, einen solchen Einsatzplan berechnet. Welche Laufzeit hat Ihr Verfahren, wenn auf
jedes ¢, in Zeit ©(1) zugegriffen werden kann?

d) Das bisherige Verfahren hat den Nachteil, dass es u.U. Einsatzpline generiert, bei denen
manche Arzte sehr viel und andere Arzte sehr wenig eingesetzt werden. Wir wollen daher
einen Einsatzplan finden, der die o.g. Bedingungen erfiillt und zusétzlich jedem Arzt fiir jedes
Jj € {1,...,k} maximal einen Tag in T zuweist. Fiir das obige Beispiel heisst dies, dass ein Arzt
zu Weihnachten entweder am 24.12, am 25.12, am 26.12 oder iiberhaupt keinen Dienst hat.
Beschreiben Sie, wie das in a) konstruierte Netz modifiziert werden muss, um diese zusétzliche
Anforderung zu erfiillen.
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Aufgabe 4.

Ein Kiinstler fertigt einen Grundrissplan seines Kunstwerks an, bei dem vertikale Platten mit La-
serlicht von der Seite bestrahlt werden.

‘Wand

Licht

Licht

Linke Wand
Rechte Wand

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 15 nrrre = beleuchtet
Wand
Es gibt n Platten mit verschiedenen Positionen und Breiten. Platte ¢ werde dabei durch ein Tripel
P; = (x;,yi,b;) reprisentiert, wobei x; der Abstand zur linken Wand, y; der Abstand zur unten
gezeichneten Wand und b; die Breite der Platte angeben. Eine mogliche Eingabe fiir die Skizze oben
wére beispielsweise Py = (7,1,5), P, = (9,5,3), P3 = (8,2,1) sowie Py = (6,4, 3).

Die Platten werden von flichenférmigen Laserlichtquellen (an den Wénden links und rechts) be-
strahlt, welche iiber die gesamte Breite und Hohe des Kunstwerks horizontale Lichtstrahlen aus-
senden. Licht, welches auf eine Platte trifft, wird vollstdndig absorbiert. Weil das Licht die Platten
erhitzt, muss jede bestrahlte Platte gekiihlt werden, und zwar proportional zum Betrag des ein-
fallenden Lichts. Deshalb mochte der Kiinstler nun fiir jede Platte die gesamte bestrahlte Flache
(als Summe der von links bestrahlten Fliche und der von rechts bestrahlten Fliche) berechnen. Da
die Platten vom Fussboden bis zur Decke reichen, ist die Hohe aller Platten gleich und es geniigt,
anstatt der bestrahlten Flidche die bestrahlte Breite der Platten zu berechnen. Daher liegt wie in
der obigen Skizze ein zweidimensionales Problem vor.

Fiir jede Platte i soll die gesamte bestrahlte Breite B; als Summe der von links bestrahlten Breite
und der von rechts bestrahlten Breite berechnet werden (siehe Abbildung rechts). Fiir die obige
Eingabe soll also B; = 6, B, = 4, B3 = 1 sowie By = 3 ausgegeben werden.

Entwerfen Sie einen moglichst effizienten Scanline-Algorithmus fiir das obige Problem. Gehen Sie
in IThrer Losung auf die folgenden Aspekte ein.

1) In welche Richtung verlduft die Scanline, und was sind die Haltepunkte?

2) Welche Objekte muss die Scanline-Datenstruktur verwalten, und was ist eine angemessene
Datenstruktur?

3) Was passiert, wenn die Scanline auf einen neuen Haltepunkt trifft?

4) Wie kann fiir jede Platte die bestrahlte Breite B; berechnet werden?
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5) Welche Laufzeit in Abhéngigkeit von n hat Thr Algorithmus? Begriinden Sie Ihre Antwort.

Hinweis: Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass sich keine zwei Platten direkt iibereinander
befinden oder direkt nebeneinander starten oder enden. Beachten Sie aber, dass wie im obigen
Beispiel die Platten der Eingabe nicht notwendigerweise nach z-Koordinate sortiert sind.



