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Hinweise:
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Aufgabe 1.

Hinweise:

)

2)
3)
1P a)
1P b)
1P c)

In dieser Aufgabe sollen Sie nur die Ergebnisse angeben. Diese konnen Sie direkt bei den
Aufgaben notieren.

Sofern Sie die Notationen, Algorithmen und Datenstrukturen aus der Vorlesung “Datenstruk-
turen & Algorithmen” verwenden, sind Erklarungen oder Begriindungen nicht notwendig.
Falls Sie jedoch andere Methoden benutzen, miissen Sie diese kurz soweit erkldaren, dass Ihre
Ergebnisse verstéindlich und nachvollziehbar sind.

Als Ordnung verwenden wir fiir Buchstaben die alphabetische Reihenfolge, fiir Zahlen die
aufsteigende Anordnung geméss ihrer Grosse.

Fiigen Sie die Schliissel 18, 4, 17, 7, 15, 29 in dieser Reihenfolge in die untenstehende Hash-
tabelle ein. Benutzen Sie Double Hashing mit der Hashfunktion h(k) = k£ mod 11 und benut-
zen Sie h'(k) =14 (k mod 9) zur Sondierung (nach links).

0 1 2 3 4 5) 6 7 8 9 10

Fiigen Sie die abgeschlossenen Intervalle [1, 3],[1, 5],[4, 6],]2, 4], [2, 2] und [1, 2] in den untenste-
henden Intervallbaum ein. Markieren Sie ausserdem alle Knoten, die von einer Aufspiessan-
frage fiir x = 2.5 besucht werden.

Geben Sie an, wie viele Schliisselvergleiche benttigt werden, wenn unter Verwendung der
Move-to-Front Regel auf die folgende Liste eine Abfrage der Elemente C,B,D und B (in
dieser Reihenfolge) erfolgt:

A-B—-C—-D—FE
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1P d) Markieren Sie im folgenden Graphen die erste Kante, die der Algorithmus von Kruskal be-
trachtet und nicht in den minimalen Spannbaum aufnimmt.

b}

1P e) Gegeben Sei der folgende Graph G = (V, E). Geben Sie eine Menge E’ C F kleinstmoglicher
Kardinalitit an, sodass G' = (V, E\ E’) topologisch sortiert werden kann. Geben Sie ausserdem
eine topologische Sortierung fiir G’ an.

)

|
/N

topologische Sortierung fiir G':

O ®

1P f) Zeichnen Sie einen zusammenhéngenden Graphen mit sechs Knoten, der genau zwei perfekte
Matchings besitzt.
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1P g) Das folgende Array enthilt die Elemente eines in iiblicher Form gespeicherten Min-Heaps.
Entfernen Sie das minimale Element aus dem Heap, stellen Sie die Heapbedingung wiederher,

und geben Sie das resultierende Array an.

2 1811019 [1215 1113 |14
1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 2 3 4 5 6 7 8 9
1P h) Zeichnen Sie einen AVL-Baum mit fiinf Knoten und den darin gespeicherten fiinf Schliisseln,

sodass durch das Einfiigen eines sechsten Schliissels eine links-rechts Doppelrotation notwen-
dig wird. Geben Sie an, welcher Schliissel dazu eingefiigt werden muss und zeichnen Sie den
dadurch entstehenden, neuen AVL-Baum.

Vor dem Einfiigen des 6. Schliissels: Nach dem Einfiigen des 6. Schliissels:

Einzufiigender Schliissel:




Stud.-Nummer: Datenstrukturen & Algorithmen Seite 4

3P i) Gegeben ist die folgende Rekursionsgleichung:

4T (n/4 6 > 1
T(n) = (n/4)+n+6 n
1 n=1.
Geben Sie eine geschlossene (d.h. nicht-rekursive) und mdglichst einfache Formel fiir T'(n) an
und beweisen Sie diese mit vollstindiger Induktion. Sie kénnen annehmen, dass n eine Potenz

von 4 ist.

Hinweis: Fiir q # 1 gilt: Z?:o ¢ = qk;_ll_l
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1P j) Geben Sie die asymptotische Laufzeit in Abhéngigkeit von n € N fiir den folgenden Algorith-
mus (so knapp wie moglich) in ©-Notation an. Sie miissen Thre Antwort nicht begriinden.

1 for(inti=1;i < n;i=24)
2 for(int j =n;j >=0;j =j-1)
3 ;

1P k) Geben Sie die asymptotische Laufzeit in Abhéngigkeit von n € N fiir den folgenden Algorith-
mus (so knapp wie moglich) in ©-Notation an. Sie miissen Ihre Antwort nicht begriinden.

1 for(inti=1;i<mn;i=i+2) {

2 for(int j=1; 2% <=1j=j+ 1)
3 ;

4 int k = n;

5 while(k > 2)

6 k=k /2

7}

1P 1) Geben Sie die asymptotische Laufzeit in Abhéngigkeit von n € N fiir den folgenden Algorith-
mus (so knapp wie moglich) in ©-Notation an. Sie miissen Ihre Antwort nicht begriinden.

1 for(int i = 1; i"i < n; 1 =i+2) {

2 for(int j =1;j/2 <=n;j=j+ 4)
3 ;

4}




1P

2P
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m) Geben Sie fiir die untenstehenden Funktionen eine Reihenfolge an, sodass Folgendes gilt:

Wenn eine Funktion f links von einer Funktion g steht, dann gilt f € O(g).

3 7

Beispiel: Die drei Funktionen n3, n”, n” sind bereits in der entsprechenden Reihenfolge, da

n? € O(n") und n” € O(n?) gilt.

n n
log(n'™), <5> 167, Tog(1)’

n+n3, nl, 105224

n) Kreuzen Sie an, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind. Jede korrekte Antwort gibt
0,5 Punkte, fiir jede falsche Antwort werden 0,5 Punkte abgezogen. Eine fehlende Antwort
gibt 0 Punkte. Insgesamt gibt die Aufgabe mindestens 0 Punkte. Sie miissen Thre Antworten

nicht begriinden.

Ein natirlicher Suchbaum ist balanciert. 0 WAHR [ FAaLscH
Set G = (V,E) ein zusammenhingender Graph. Jeder [0 WAHR O FALscH
Spannbaum von G hat genau |V| — 1 Kanten.

Sortieren durch Auswahl und Sortieren durch Einfiigen sind [ WAHR (] FALSCH
zwei in-situ Sortierverfahren.

Werden in einen leeren bindren Suchbaum ausschliesslich 1 WAHR [0 FALSCH

Schliissel eingefiigt (und keine entfernt), so entspricht die
Preorder-Reihenfolge genau der Finfilige-Rethenfolge.




7P

2P

2P
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Aufgabe 2.

Problemdefinition. Auf einer Platine werden 2n Bauelemente in zwei untereinanderliegenden Reihen
mit je n Bauelementen angeordnet. Jedes Bauelement der oberen Reihe wird genau einem Bauele-
ment der unteren Reihe zugeordnet und umgekehrt. Die Paare von Bauelementen sollen mit gerad-
linigen Leiterbahnen verbunden werden. Geben Sie einen Algorithmus an, der berechnet, wie viele
Bauelemente hochstens verbunden werden kénnen, wenn sich zwei Leiterbahnen nicht iiberkreuzen
diirfen.

Beispiel: Im oben dargestellten Beispiel sind 10 Bauteile auf einer Platine angeordnet. Es sollen
jeweils die Bauelemente mit gleicher Nummerierung verbunden werden. In diesem Beispiel gibt es
zwei Losungen, wobei jeweils drei Paare verbunden werden koénnen:

(i) Bauelemente mit den Nummern 1,3 und 4.  (ii) Bauelemente mit den Nummern 2, 3 und 4.

a) Geben Sie einen moglichst effizienten Algorithmus an, der nach dem Prinzip der dynamischen
Programmierung arbeitet und die maximale Anzahl von moglichen Leiterbahnen, welche sich
paarweise nicht kreuzen, berechnet. Gehen Sie in Ihrer Losung auf die folgenden Aspekte ein:

1) Was ist die Bedeutung eines Tabelleneintrags und welche Grosse hat die DP-Tabelle?

2) Wie berechnet sich ein Tabelleneintrag?

)
3) Beschreiben Sie, in welcher Reihenfolge die Berechnungsschritte ausgefiihrt werden.
)

4) Wie kann aus der DP-Tabelle ausgelesen werden, wie viele Bauelemente héchstens ver-

bunden werden koénnen?

Hinweis: Der triviale Algorithmus, der einfach alle iiberhaupt moglichen Lésungen inspiziert,
gibt wegen mangelnder Effizienz keine Punkte.

b) Beschreiben Sie detailliert, wie der Algorithmus modifiziert werden muss, damit zusétzlich eine
moglichst grosse Menge von sich paarweise nicht iiberkreuzenden Leiterbahnen ausgegeben
wird.

c) Geben Sie die Laufzeit der in a) und b) entwickelten Verfahren an und begriinden Sie Ihre
Antwort.
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Aufgabe 3.

a)

Gegeben seien n Assistenten und m Ubungsgruppen, die zu unterschiedlichen Zeiten statt-
finden. Jeder Assistent gibt an, welche Ubungsgruppen er iibernehmen kann. Ein Assistent
darf hochstens eine Ubungsgruppe betreuen und fiir jede Gruppe wird ein Assistent benétigt.
Entwerfen Sie einen Algorithmus, der berechnet, wie viele Ubungsgruppen hochstens betreut
werden konnen.

Beispiel: Es soll eine Zuteilung fir n=m =3 Assistent mégliche Gruppen
Assistenten und Ubungsgruppen gefunden wer-

den (siehe Tabelle). In diesem Beispiel kénnen Assistent 1~ Gruppe 1 oder 3
alle Gruppen betreut werden: Assistent 1 Assistent 2 Gruppe 3
iibernimmt Gruppe 1, Assistent 2 iibernimmt Assistent 3 Gruppe 1 oder 2

Gruppe 3 und Assistent 3 {ibernimmt Gruppe 2.

Modellieren Sie das o.g. Problem als Flussproblem. Beschreiben Sie dazu die Konstruktion
eines geeigneten Netzes N = (V| E,¢) mit der Knotenmenge V' sowie der Kantenmenge F,
und geben Sie an, welche Kapazitdten ¢ die Kanten besitzen sollen. Nennen Sie einen effizi-
enten Algorithmus zur Berechnung eines maximalen Flusses in V. Welche Laufzeit hat dieser
Algorithmus in Abhéngigkeit von n und m? Wie kann am Ergebnis abgelesen werden, wie
viele Ubungsgruppen betreut werden kénnen?

Nun miissen Réiume fiir die Ubungsgruppen reserviert werden. Es stehen k Riume zur Verfiigung.
Fiir jede Ubungsgruppe ist gegeben, welche Rdume infrage kommen. Berechnen Sie eine Zutei-
lung moglichst vieler Assistenten zu Ubungsgruppen und Réumen, sodass kein Raum doppelt
belegt ist.

Beispiel: Gesucht ist eine Zuteilung fiir n = 3 Assistenten, m = 3 Ubungsgruppen und k = 4 Riume:

Assistent mdogliche Gruppen Ubungsgruppe  verfigbare Riume
Assistent 1 Gruppe 1 und 3 Gruppe 1 Raum 1
Assistent 2 Gruppe 2 Gruppe 2 Raum 1
Assistent 3 Gruppe 2 Gruppe 3 Raum 2, 3 oder 4

Es konnen nicht alle Gruppen angeboten werden: Beispielsweise kann Assistent 1 Gruppe 3 in
Raum 1 betreuen und Assistent 2 Gruppe 3 in Raum 4. Gruppe 1 kann in diesem Fall nicht zugeteilt
werden, da Raum 1 bereits von Gruppe 3 belegt ist.

Modellieren Sie dieses erweiterte Zuteilungsproblem als Flussproblem und definieren Sie ein
neues Netzwerk N’ = (V' E', ). Beschreiben Sie die Knotenmenge V', die Kantenmenge E’,
sowie die Kapazititen ¢/. Wie kann am Ergebnis abgelesen werden, wie viele Ubungsgruppen
betreut werden kénnen?
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Aufgabe 4.

Eine Menge von n sich nicht schneidenden Liniensegmenten reprisentiert einen Querschnitt von n
Dichern. Jedes Dach sei als Liniensegment durch seine beiden Endpunkte mit Koordinaten (x;, y;)
und (z,,y,) gegeben. Alle z-Koordinaten und alle y-Koordinaten sind paarweise verschieden. Es
regnet iiberall gleichméssig. Der Regen fillt senkrecht von oben auf gewisse Décher (diejenigen die
nicht von anderen Dé#chern geschiitzt sind) und rinnt dann jedes dieser Décher hinunter bis zum
unteren Ende. Von dort tropft er weiter senkrecht nach unten auf ein nichstes Dach oder auf den
Boden. Je nach Anordnung der Dicher werden manche der Déacher etwas nass, andere bleiben ganz
und gar trocken. Die ganz trockenen Décher sollen ermittelt werden.

a) Alle Décher sind nach rechts geneigt, d.h. fiir jedes Dach gilt y, < ;. Der rechte Rand
ist also der untere Rand fiir jedes Dach. Entwerfen Sie einen moglichst effizienten Scanline-
Algorithmus, der berechnet, welche Décher trocken bleiben. Gehen Sie in Threr Losung insbe-
sondere auf die folgenden Aspekte ein:

1) In welche Richtung verlduft die Scanline, und was sind die Haltepunkte?

2) Welche Objekte muss die Scanline-Datenstruktur verwalten, und was ist eine angemes-
sene Datenstruktur?

3) Was passiert, wenn die Scanline auf einen neuen Haltepunkt trifft?
4) Wie kann die Menge der trockenen Décher bestimmt werden?
5) Welche Laufzeit in Abhéngigkeit von n hat Thr Algorithmus? Begriinden Sie Thre Antwort.

b) Nun betrachten wir den Fall, bei dem Décher beliebig geneigt sein konnen. Fiir jedes gegebene
Dach gilt also y; # y,. Beschreiben Sie, wie Ihr Algorithmus modifiziert werden muss, um zu
berechnen, welche Décher trocken bleiben. Welche Laufzeit in Abh#ingigkeit von n hat Thr
Algorithmus? Begriinden Sie Thre Antwort.

Beispiele: In den folgenden Abbildungen wird Regenwasser durch gestrichelte Linien symbolisiert.
Die linke Abbildung betrifft Teilaufgabe a). Die Décher d4 und ds bleiben trocken. In der rechten
Abbildung fiir Teilaufgabe b) bleibt lediglich dy4 trocken.

Teilaufgabe a) ‘ Teilaufgabe b)




