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Datenstrukturen & Algorithmen Losungen zu Blatt 1 FS 16

Losung 1.1  Die Menge O (g).

Wir betrachten die Funktionen f(n) = n und g(n) = n + y/n. Dann gelten zwar f € O(g) und
f € Q(g), aber es gibt keine Konstante ¢, sodass f(n) = c-g(n) ¥Yn > ny.

Gemiss der Definitionen von O(g),2(g) und O(g) gilt fiir ©(g):

O(g) = O(g9) N Qg)

={f:N—>R"|3c;,co € R, ny,ny €N (1)
(Vn = ny:erg(n) < f(n)) A(Vn = ng: f(n) < cag(n))}

={f:N—>R"|3ej,c2 € R ,ng e NVn > ng : c1g9(n) < f(n) < cag(n)} (2)

={f: N>R |IceR" ng e NVn>ng:c lg(n) < f(n) <cg(n)}. (3)

Die Ausdriicke (1) und (2) sind dquivalent: Falls nj,ne in (1) existieren, dann auch ein pas-
sendes ng, beispielsweise ng = max(ni,ng). Falls ng in (2) existiert, so auch passende ni, ng,
beispielsweise nq = n9 = ny.

Die Ausdriicke (2) und (3) sind ebenfalls dquivalent: Falls ¢1,c2 in (2) existieren, so auch ein
passendes c¢, beispielsweise ¢ = max(1/¢1, c2) (dann sind sowohl 1/¢ < ¢; als auch ¢ > ¢3). Falls
c in (3) existiert, so auch passende c1, ¢, beispielsweise ¢; = ¢!, ¢p = c.

Hinweis: Die folgende Definition ist noch etwas kompakter, aber weniger niitzlich fiir Beweise:
Og)={f:N=R" |IcecR:clg< f<cg} (4)

Hier wird die Konstante ¢ so gross gewihlt, dass die Ungleichungen fiir alle n € N gelten (wir
verwenden 0 ¢ RT).

Losung 1.2 Beweise tiber O-Notation.
a) Die Aussage ist wahr. Sie folgt direkt aus den Definitionen von O(g) bzw. Q(f), denn es
gilt
f€0(g) & Iy €RT ng € NVn > ng : f(n) < ci1g(n)
& dep € R ng € NVn > ng : g(n) > caf(n) & g € Qf). (5)
Als Konstante in der zweiten Zeile kann z.B. ¢5 = cl_1 gewihlt werden.

b) Die Aussage ist falsch. Wihlen wir beispielsweise f(n) = 2n und g(n) = n?, dann ist
f € 0(g), jedoch f(1) > g(1).

c) Die Aussage ist wahr. Sei f(n) < g(n) fiir alle n € N. Fiir ¢ = 1 und ng = 1 gilt dann
f(n) < cg(n) fir alle n > ng. Damit ist f € O(g).



d) Die Aussage ist wahr. Man betrachte etwa die Funktionen f(n) = n und g(n) = 2n und
setze ng = 1. Dann ist f(n) > 2g(n) fiir alle n > no und damit f € Q(g). Andererseits ist
g(n) > f(n) fiir alle n > ng und damit auch g € Q(f).

e) Die Aussage ist wahr. Fiir alle a,b € N ist log,(n) = EEZEZ)), also setzen wir ng = 1 und
¢ = (logy(a))~!. Dann sind fiir alle n > ng
log,(n) < clogy(n) und log,(n) > clog,(n), (6)

also sind log,(n) € O(log,(n)) und log,(n) € Q(logy(n)) und damit log,(n) € O(log,(n)).
f) Die Aussage ist wahr. Nach Definition sind

f1 €0(g9) < Jer €RT ny V> ny: fi(n) < crg(n), (7)
f2 €0(g) < Jca €RT ng : V¥ > ny @ fo(n) < cag(n). (8)

Mit ¢ := ¢1 + ¢2 und ng := max{ny,ns} gilt fiir alle n > ng

f(n) = fi(n) + fa(n) < c1g(n) + cag(n) = cg(n), (9)
folglich ist f € O(g).

g) Die Aussage ist falsch. Man wéhle z.B. fi(n) = fa2(n) = n und g(n) = n. Dann sind
f1, f2 € O(g), aber f(n) = fi(n) - fa(n) =n? € O(n) (es gibt keine Konstanten ¢ > 0 und
ng, sodass n? < en fiir alle n > ng gilt).

h) Die Aussage ist falsch. Wir wéhlen beispielsweise a = 2, b = 3 und nehmen an, es gelte
n'/® € ©(n'/?). Dann ist auch n'/2 € O(n'/3). Das heisst, es existieren ¢ > 0 und ng € N, so
dass fiir alle n > ng gilt: nl/2 < ¢.n'/3 bzw. ¢ > nl/2-1/3 = /6 Das ist ein Widerspruch,
da ¢ konstant ist, n aber beliebig gross werden kann.

Hinweis: Die Aussage gilt fiir keine a,b € N mit a # b.

Losung 1.3 Asymptotisches Wachstum von Funktionen.

Wir beobachten

n n! nn—1)(n—2
<3> T (3Bl ( 3)!( b o) (10)

und /n = n%?. Ausserdem gilt log(n*) = 4 - log(n). Die einzige (!) korrekte Reihenfolge lautet

damit
n

2
215 log(n), log*(n), v, (’;) W, Bl

n?’



