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Plan fiir heute

zuriuck zu den Graphen:

(kiirzeste) Wege mit dynamischer Programmierung



Wege in Graphen zdhlen
gegeben: ger. Graph (&, Knoten u, v € V' (), Lange L € N
gesucht: Anzahl der Wege in (- von 1 nach v der Lange
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Wege in Graphen zdhlen
gegeben: ger. Graph (&, Knoten u, v € V' (), Lange L € N
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Wege in Graphen zdhlen
gegeben: ger. Graph (&, Knoten u, v € V' (), Lange L € N
gesucht: Anzahl der Wege in (- von 1 nach v der Lange

Teispiel: =K,
es kann exponentiell viele solcher Wege geben! “—% -0

i, Msslio\/l\(e;\eu

Struktur der Losungen: jeder Weg von © nach v der Léinge\il {5 Weae

besteht aus einem Weg der Lange /. — 1 zu einem Knoten w
und einer Kante von w nach v
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Zerlegung in Teilprobleme:
T)(i, k) = Anzahl der Wege von i nach k der Linge /

Rekurrenz zwischen Teilproblemen: o | e LW Wivd in dn:}
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Zerlegung in Teilprobleme:
T (i, k) = Anzahl der Wege von i nach k der Lange /

Rekurrenz zwischen Teilproblemen:

TG, k) = 3. g ayericy T¢ (i)
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Zerlegung in Teilprobleme:
T (i, k) = Anzahl der Wege von i nach k der Lange /

Rekurrenz zwischen Teilproblemen:
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Beobachtung: 7') ist /-te Potenz der Adjazenzmatrix



Zerlegung in Teilprobleme:
T (i, k) = Anzahl der Wege von i nach k der Lange /

Rekurrenz zwischen Teilproblemen:

TG, k) = 3. g ayericy T¢ (i)
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Beobachtung: 7') ist /-te Potenz der Adjazenzmatrix

Fazit: Matrix Multiplikation ist einfache Form der
dynamischen Programmierung ...




kiirzeste Wege in Graphen

gegeben: ger. Graph G = (V/, F/), Knoten s,t € V/,
Gewichte w: £/ — R
gesucht: Weg von s nach t in G mit kleinstem Gewicht
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kiirzeste Wege in Graphen

gegeben: ger. Graph G = (V/, F/), Knoten s,t € V/,
Gewichte w: £ — R
gesucht: Weg von s nach t in G mit kleinstem Gewicht
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Zur Erinnerung: Breitensuche funktioniert, wenn alle
Gewichte positiv und gleich sind (d.h. wir suchen Weg mit
wenigsten Kanten)
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Gewichte w: £ — R
gesucht: Weg von s nach 7 in ( mit kleinstem Gewicht



gegeben: ger. Graph G = (V, F/), Knoten s, ¢ € V/,
Gewichte w: £ — R
gesucht: Weg von s nach 7 in ( mit kleinstem Gewicht

Struktur: optimaler Weg von s nach ¢ besteht aus optimalem

Weg von s zu einem Knoten ¢ und der Kante von 2 nach ¢
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gegeben: ger. Graph G = (V, F/), Knoten s, ¢ € V/,
Gewichte w: £ — R
gesucht: Weg von s nach 7 in ( mit kleinstem Gewicht

Struktur: optimaler Weg von s nach ¢ besteht aus optimalem

Weg von s zu einem Knoten ¢ und der Kante von 2 nach ¢
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Teilprobleme: 7'(j) = min. Gewicht eines Wegs von s zu j
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Gewichte w: £ — R
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gegeben: ger. Graph G = (V, F/), Knoten s, ¢ € V/,
Gewichte w: £/ — R
gesucht: Weg von s nach t in G mit kleinstem Gewicht
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gegeben: ger. Graph G = (V, F/), Knoten s, ¢ € V/,
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Fehlschlag: Rekurrenz bezieht sich nicht auf “kleinere”
Teilprobleme ~» keine natiirliche Reihenfolge (“Rekursion
terminiert nicht")
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Gewichte w: £ — R
gesucht: Weg von s nach 7 in ( mit kleinstem Gewicht

Struktur: optimaler Weg von s nach ¢ besteht aus optimalem
Weg von s zu einem Knoten 7 und der Kante von 7 nach ¢
dabei hat der optimale Weg von s zu 1 eine Kante weniger



gegeben: ger. Graph G = (V, F/), Knoten s, ¢ € V/,
Gewichte w: £/ — R
gesucht: Weg von s nach 7 in ( mit kleinstem Gewicht

Struktur: optimaler Weg von s nach ¢ besteht aus optimalem
Weg von s zu einem Knoten 7 und der Kante von 7 nach ¢
dabei hat der optimale Weg von s zu 1 eine Kante weniger
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gegeben: ger. Graph G = (V, F/), Knoten s, ¢ € V/,
Gewichte w: £ — R
gesucht: Weg von s nach 7 in ( mit kleinstem Gewicht

Struktur: optimaler Weg von s nach ¢ besteht aus optimalem
Weg von s zu einem Knoten 7 und der Kante von 7 nach ¢
dabei hat der optimale Weg von s zu 1 eine Kante weniger

Teilprobleme:

T min. Gew1cht eine e s von s zu J it < / Kanten
( )(’ ,Q s Key so CXV J Jla exist ICVHB

Rekurrenz:

T(5,4) = mm{T £ —1),min jyeg T'(4,£ — 1) + w(3, ])}

Berechnung: initialisiere Eintrége der Form 7'(j, 0); berechne
Eintrdge der Form 7'(j, 1) via Rekurrenz; danach 7'(7, 2) ..
[Bellman—Ford Algorithmus]



Teilprobleme:
T'(7,%) = min. Gewicht eines Wegs von s zu j mit < / Kanten

Rekurrenz:

T(j,£) = min {T(j,£ — 1), min; jyep T(3,£ — 1) + w(i, j) }




Teilprobleme:
T'(7,4) = min. Gewicht eines Wegs von s zu j mit < / Kanten

Rekurrenz:

T(],f) = min {T(]a £ — 1)7 min(z’,j)EE T(Z,K o 1) T ’UJ(Z,])}

sein = |V

Satz: 7'(j,2n) < T'(j,n — 1) genau dann wenn es Wege
von s nach 7 mit beliebig kleinem (negativen) Gewicht gibt
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Teilprobleme:
T'(7,%) = min. Gewicht eines Wegs von s zu j mit < / Kanten

Rekurrenz:

T(j,£) = min {T(j,£ — 1), min; jyep T(3,£ — 1) + w(i, j) }

sein = |V

Satz: 7'(j,2n) < T'(j,n — 1) genau dann wenn es Wege
von s nach 7 mit beliebig kleinem (negativen) Gewicht gibt

Q4 YLh ol men T(j,')_c«)( T(J',.,\-l) |
Yt rackde ‘769(-. Uaa wmit 2u kwq“levl/' besttht aus Plad vou s ““d‘d

atn el (v«d«v-tﬂh E‘Q““"‘) oko\ P-Cc\eln < wn-l kou-“ttf‘-n l"‘\f,
. Yoo 4% Gowickot (Plaot + 2eele)
= o < Gewict ( %«t) ?k Alse : ?,3“07
dquivalent: ein Pfad von s nach j beriihrt einen Zyklus mit eloun 1y,

_ _ Gewicd, |
negativem Gewicht



Teilprobleme:
T'(7,%) = min. Gewicht eines Wegs von s zu j mit < / Kanten

Rekurrenz:

T(j,£) = min {T(j,£ — 1), min; jyep T(3,£ — 1) + w(i, j) }
sein = |V|und m = |F|

Laufzeit: Anzahl der Eintrage ist ;



Teilprobleme:
T'(7,%) = min. Gewicht eines Wegs von s zu j mit < / Kanten

Rekurrenz:

T(j,£) = min {T(j,£ — 1), min; jyep T(3,£ — 1) + w(i, j) }
sein = |V |undm = |E|

Laufzeit: Anzahl der Eintrage ist O (nz);



Teilprobleme:
T'(7,%) = min. Gewicht eines Wegs von s zu j mit < / Kanten

Rekurrenz:

T(j,£) = min {T(j,£ — 1), min; jyep T(3,£ — 1) + w(i, j) }
sein = |V|und m = |F|

Laufzeit: Anzahl der Eintrige ist O(n”); Berechnung eines
Eintrags 7'(7, /) braucht Schritte
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Rekurrenz:

T(j,£) = min {T(j,£ — 1), min; jyep T(3,£ — 1) + w(i, j) }
sein = |V|und m = |F|

Laufzeit: Anzahl der Eintrige ist O(n”); Berechnung eines
Eintrags 7'(j, /) braucht O(deg (j)) Schritte



Teilprobleme:
T'(7,%) = min. Gewicht eines Wegs von s zu j mit < / Kanten

Rekurrenz:

T(j,£) = min {T(j,£ — 1), min; jyep T(3,£ — 1) + w(i, j) }
sein = |V|und m = |F|

Laufzeit: Anzahl der Eintrige ist O(n”); Berechnung eines
Eintrags 7'(j, /) braucht O(deg (j)) Schritte

naive Abschitzung: O(n’) Gesamtlaufzeit (da deg (j) < n)



Teilprobleme:
T'(7,%) = min. Gewicht eines Wegs von s zu j mit < / Kanten

Rekurrenz:
T(j,£) = min {T(j,£ — 1), min; jyep T(3,£ — 1) + w(i, j) }
sein = |V|undm = |F|

Laufzeit: Anzahl der Eintrige ist O(n”); Berechnung eines
Eintrags 7'(j, /) braucht O(deg (j)) Schritte

naive Abschitzung: O (n°) Gesamtlaufzeit (da deg (j) < n)
)

bessere Abschatzung: Gesamtlaufzeit O (Z?:l Z N;

wobei V; ; = deg (J);
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Teilprobleme:
T'(7,%) = min. Gewicht eines Wegs von s zu j mit < / Kanten

Rekurrenz:
T(j,¢) = min {T'(j,£ — 1), ming; jyep T(i,£ — 1) + w(i, j) }
sein = |V|undm = |F|
Laufzeit: Anzahl der Eintrige ist O(n”); Berechnung eines
Eintrags 7'(j, /) braucht O(deg (j)) Schritte
naive Abschitzung: O (n°) Gesamtlaufzeit (da deg (j) < n)
bessere Abschitzung: Gesamtlaufzeit O (>, > iev Njt)
wobei IV, ; = deg (j);da >, , > icv Nje =mn-m, hat
Bellman—Ford Laufzeit O (7 - m)
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alle kiirzesten Wege
gegeben: ger. Graph G = (V| F/), Gewichte w: F/ — R
gesucht: Tabelle [(7, j) = min. Gewicht eines i-j-Wegs



alle kiirzesten Wege
gegeben: ger. Graph G = (V| F/), Gewichte w: F/ — R
gesucht: Tabelle [(7, j) = min. Gewicht eines i-j-Wegs

wir nehmenan V' = {1,...,n}

baseline:



alle kiirzesten Wege
gegeben: ger. Graph G = (V| /), Gewichte w: F — R
gesucht: Tabelle (i, j) = min. Gewicht eines i-j-Wegs

wir nehmenan V' = {1,...,n}

baseline: Bellman—Ford berechnet fiir ein 7 € |/ alle Eintrage
D(i,1),...,D(i,n)inZeit O(n - m);

mit 1 Aufrufen erhalten wir gesamte Tabelle in Zeit O (n” -
m)



gegeben: ger. Graph G = (V| F/), Gewichte w: F — R
gesucht: Tabelle D(7, j) = min. Gewicht eines i-j-Wegs

Verbesserungsidee:



gegeben: ger. Graph G = (V| F/), Gewichte w: F — R
gesucht: Tabelle D(7, j) = min. Gewicht eines i-j-Wegs

Verbesserungsidee: berechne alle Eintrage gleichzeitig und
stelle "bessere” Rekurrenz auf



gegeben: ger. Graph G = (V| F/), Gewichte w: F — R
gesucht: Tabelle D(7, j) = min. Gewicht eines i-j-Wegs

Verbesserungsidee: berechne alle Eintrage gleichzeitig und
stelle "bessere” Rekurrenz auf

Struktur: optimaler Weg von 7 zu j besteht aus optimalen
Wegen von 7 zu k£ und von £ zu j mit halb so vielen Kanten
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gegeben: ger. Graph G = (V| F/), Gewichte w: F — R
gesucht: Tabelle D(7, j) = min. Gewicht eines i-j-Wegs

Verbesserungsidee: berechne alle Eintrage gleichzeitig und
stelle "bessere” Rekurrenz auf

Struktur: optimaler Weg von 7 zu j besteht aus optimalen
Wegen von 7 zu k£ und von £ zu j mit halb so vielen Kanten
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Teilprobleme:

T'(z,7,7) = min. Gewicht eines i-j] Wegs mit < 2" Kanten

Rekurrenz:

T(¢,7,r) = mingey T'(3,k, 7 — 1)+ T(k, 5,7 — 1)



gegeben: ger. Graph G = (V| F/), Gewichte w: F — R
gesucht: Tabelle D(7, j) = min. Gewicht eines i-j-Wegs

Teilprobleme:
T'(z,7,7) = min. Gewicht eines i-j] Wegs mit < 2" Kanten

Rekurrenz:

T(’i,j,’l“) — minkEV T(Za kar o 1) T T(kajar o 1)

Berechnung:



gegeben: ger. Graph G = (V| F/), Gewichte w: F — R
gesucht: Tabelle D(7, j) = min. Gewicht eines i-j-Wegs

Teilprobleme:
T'(z,7,7) = min. Gewicht eines i-j] Wegs mit < 2" Kanten

Rekurrenz:

T(i,7,7) = mingey T (i, k, 7 — 1)+ T(k,j,7 — 1)
Berechnung: initialisiere Eintrdage mit r — 0 (wie?);
verwende Rekurrenz fir Eintrage mitr — 1; dannr = 2, ...



gegeben: ger. Graph G = (V| F/), Gewichte w: F — R
gesucht: Tabelle D(7, j) = min. Gewicht eines i-j-Wegs

Teilprobleme:
T'(z,7,7) = min. Gewicht eines i-j] Wegs mit < 2" Kanten

Rekurrenz:

T(’i,j,’l“) — minkEV T(Za kar o 1) T T(kajar o 1)

Berechnung: initialisiere Eintrdage mit r — 0 (wie?);
verwende Rekurrenz fir Eintrage mitr — 1; dannr = 2, ...

Laufzeit:



gegeben: ger. Graph G = (V| F/), Gewichte w: F — R
gesucht: Tabelle D(7, j) = min. Gewicht eines i-j-Wegs

Teilprobleme:
T'(z,7,7) = min. Gewicht eines i-j] Wegs mit < 2" Kanten

Rekurrenz:
T(i,7,7) = mingey T (i, k, 7 — 1)+ T(k,j,7 — 1)
Berechnung: initialisiere Eintrage mit » — 0 (wie?);

verwende Rekurrenz fir Eintrage mitr — 1; dannr = 2, ...

Laufzeit: es reicht aus 7 < |log n | zu betrachten
Anzahl der Eintréage ist O(n” - logn)
O(n) Schritte pro Eintrag;



gegeben: ger. Graph G = (V| F/), Gewichte w: F — R
gesucht: Tabelle D(7, j) = min. Gewicht eines i-j-Wegs

Teilprobleme:
T'(z,7,7) = min. Gewicht eines i-j] Wegs mit < 2" Kanten

Rekurrenz:

T(i,7,7) = mingey T (i, k, 7 — 1)+ T(k,j,7 — 1)
Berechnung: initialisiere Eintrdage mit r — 0 (wie?);
verwende Rekurrenz fir Eintrage mitr — 1; dannr = 2, ...

Laufzeit: es reicht aus 7 < |log n | zu betrachten
Anzahl der Eintréage ist O(n” - logn)

O(n) Schritte pro Eintrag;

Gesamtlaufzeit O(n’ - log n)



gegeben: ger. Graph G = (V| F/), Gewichte w: F — R
gesucht: Tabelle D(7, j) = min. Gewicht eines i-j-Wegs

Teilprobleme:
T'(z,7,7) = min. Gewicht eines i-j] Wegs mit < 2" Kanten

Rekurrenz:

T(i,7,7) = mingey T (i, k, 7 — 1)+ T(k,j,7 — 1)
Berechnung: initialisiere Eintrdage mit r — 0 (wie?);
verwende Rekurrenz fir Eintrage mitr — 1; dannr = 2, ...

Laufzeit: es reicht aus 7 < |log n | zu betrachten
Anzahl der Eintréage ist O(n” - logn)

O(n) Schritte pro Eintrag;

Gesamtlaufzeit O(n’ - log n)

(besser als baseline falls m > n - log n)



gegeben: ger. Graph G = (V| F/), Gewichte w: F — R
gesucht: Tabelle D(7, j) = min. Gewicht eines i-j-Wegs

Teilprobleme:
T'(z,7,7) = min. Gewicht eines i-j] Wegs mit < 2" Kanten

Rekurrenz:

T(i,7,7) = mingey T (i, k, 7 — 1)+ T(k,j,7 — 1)
Berechnung: initialisiere Eintrdage mit r — 0 (wie?);
verwende Rekurrenz fir Eintrage mitr — 1; dannr = 2, ...

Laufzeit: es reicht aus 7 < |log n | zu betrachten
Anzahl der Eintréage ist O(n” - logn)

O(n) Schritte pro Eintrag;

Gesamtlaufzeit O(n’ - log n)

(besser als baseline falls m > n - log n)

es geht noch besser! [Floyd—Warshall Algorithmus]



gegeben: ger. Graph G = (V| F/), Gewichte w: F — R
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Laufzeit:



gegeben: ger. Graph G = (V| F/), Gewichte w: F — R
gesucht: Tabelle D(7, j) = min. Gewicht eines i-j-Wegs

Idee: mehr Teilprobleme; weniger Zeit pro Teilproblem

Teilprobleme: 7'\") (i, j) = min. Gewicht eines i-;-Pfads mit
allen Zwischenknotenin {1, ..., k} keia Kok

Kovawet el ma /s Ve,

Rekurrenz:
T (i, ) = min{T*V (3, 5), T¢V (6, k) + T* D (k, 5)}
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Laufzeit: O (n°) Eintrage; O(1) Zeit pro Eintrag
- Gesamtlaufzeit O(n’) des Floyd—Warshall Algorithmus
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