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Plan fiir heute

- Beispiele einfacher Graphenalgorithmen

 Verbindung zu Induktionsbeweisen

« Effizienzbegriff von Algorithmen
- Beispiel
« Berechnungsmodell

« Laufzeit (worst-case, asymptotisch)

« Reprasentation von Graphen im Computer



Algorithmus: Gierige-Knotenfarbung(G)
fiir alle Knoten v in (G (in beliebiger Reihenfolge):

farbe v mit der ersten Farbe, die noch von
keinem Nachbarn von v verwendet wird

Beachte: natiirlich-sprachliche Beschreibung;
dennoch vollig prazise; Algorithmus kann mit
Stift und Papier leicht ausgefiihrt werden
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Algorithmus: Gierige-Knotenfarbung(G)  — o
fr alle Knoten v in (G (in beliebiger Reihenfolge): \; /
farbe v mit der ersten Farbe, die noch von A
keinem Nachbarn von v verwendet wird 2 ® +

dennoch vollig prazise; Algorithmus kann mit

@
Beachte: natiirlich-sprachliche Beschreibung; \/ \

Stift und Papier leicht ausgefiihrt werden ®
wieviele Farben verwendet dieser Algorithmus = /_L’.
hochstens? %eisfi al - b Faybew

Satz: fiir Graphen mit max. Knotengrad A
kommt der Algorithmus mit A -+ 1 Farben aus

Uberlege: Algorithmus entspricht
Induktionsbeweis von letzter Woche
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Algorithmus: Bipartition((&)
1. wahle beliebigen Knoten v und farbe ihn rot

2.setze S < {v}undt < 0
3. wiederhole solange S Nachbarn in V; \ S hat
1. farbe die Nachbarn von S'in V; \ S griin
falls { gerade ist oder rot falls £ ungerade ist

2.setze S < SUNg(S)undt +t+1

wann farbt der Algorithmus den Graph so, dass jede
Kante einen roten und einen griinen Endknoten hat?

Satz: der Algorithmus findet eine giiltige
Bipartition, wenn der Graph keinen ungerade
Kreis enthdlt (und zusammenhingend ist)

Uberlege: Algorithmus entspricht wieder
Induktionsbeweis von letzter Woche



Effizienzbegriff von Algorithmen

es gibt effiziente Algorithmen (z.B. gierige Knotenfarbung) und
ineffiziente Algorithmen (z.B. alle méglichen Farbungen eines
Graphen durchprobieren)

Wie kénnen wir die Effizienz von Algorithmen formalisieren?

die genaue Laufzeit eines Computerprogramms hangt von vielen
Details ab (z.B. spezielle Eingabe, Computerarchitektur, und Compiler-
Optimierungen)

um effiziente und ineffiziente Algorithmen zu unterscheiden,
stellt sich heraus, dass viele dieser Details keine Rolle spielen

daher betrachten wir vereinfachte Berechnungs- und
Kostenmodelle, bei denen diese Details ausgelassen werden



Vereinfachtes Beispiel: Star finden o

O

O
gegeben: gerichteter Graph G mit 7 Knoten \ / l
(ohne Schleifen) St O /

gesucht: "Star” Knoten s mit Ausgangsgrad 0 L
und Eingangsgrad n — 1 -

—~— J

Beispiel: wenn Donald Trump jetzt zur Vorlesung
kommt, kennt jeder seinen Namen; aber er wiirde
(wohl) keinen Namen hier kennen



Vereinfachtes Beispiel: Star finden

gegeben: gerichteter Graph (- mit 7 Knoten
(ohne Schleifen)

gesucht: "Star” Knoten s mit Ausgangsgrad 0
und Eingangsgrad 7 — 1

mit wieviele Kantenanfragen "(u, v) € Fg?"
konnen wir einen “Star” finden?

“prife” einzelnen Knoten mit 2(n — 1) Anfragen
priife jeden Knoten mit 7 - 2(n — 1) Anfragen
spare wiederholte Anfragen —» 7 - (n — 1) Anfr.

geht es besser?




Vereinfachtes Beispiel: Star finden

gegeben: gerichteter Graph (- mit 7 Knoten
(ohne Schleifen)

gesucht: "Star” Knoten s mit Ausgangsgrad 0
und Eingangsgrad 7 — 1

Beobachtung: Jede Antwort auf "(u, v) € Fg?"
schliesst entweder . oder v als Star aus

s
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Kein Stav
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kein iy



Vereinfachtes Beispiel: Star finden

o 2%
gegeben: gerichteter Graph G mit 7 Knoten \ / X
(ohne Schleifen) S P05

gesucht: "Star” Knoten s mit Ausgangsgrad 0 L
und Eingangsgrad n — 1 -
Algorithmus: StarFinden(()

1.setze S + Vg

2. solange S zwei Knoten © # v enthalt < gman a-\ Dureh by fe/
1. stelle Anfrage "(u, v) € Eg?" 7
2. falls (u, v) € F¢, entferne u von S; falls % A A"‘fmﬁ“L P
(u,v) ¢ Eg, entferne v von S ~ Sc\n'\gu\ dur cln \w«f

3. priife ob verbleibender Knoten in S Starist <——22-(w-1) Aw (MS{V\

Algorithmus kommt mit 3(n — 1) Anfragen aus



Allgemeines Berechnungsmodell

Komponenten Seeicher
. o ) _ L OITT 7T ]
® Speicher: a-priori unbeschrankt viele, A
adressierbare Speicherzellen (P~ e') Rus

® Prozessor: fiithrt elementare Operationen
aus wie Rechenoperationen (Addition,

Subtraktion, Multiplikation, Division),
Vergleichsoperationen (=,<>), Lese- und Yriessor
Schreibzugriffe auf Speicher ('Stift) _

® Bus: verbindet Prozessor und Speicher

eine Speicherzelle kann verschiedene Daten
enthalten, z.B. ein Bit (0 oder 1), eine Zahl (nicht viel gréosser als

Zahlen in der Eingabe), konstante Anzahl von Bits oder Zahlen

(unabhingig von "Groésse” der Eingabe)




Laufzeit

Laufzeit eines Algorithmus fir eine Eingabe ist die
Anzahl der elementaren Operationen, die der Prozessor
wahrend der Berechnung ausfiihrt

die Laufzeit konnte von vielen Details der Eingabe abhédngen

daher beschranken wir die Laufzeit als Funktion der "Grosse”
der Eingabe

Definition: ein Algorithmus A hat Laufzeit f falls f(n) =
maximale Laufzeit von A iber alle Eingaben der Grésse 7

bei manchen Problemen hingt die "Grosse” von mehreren
Parametern ab (z.B. Knoten- und Kantenzahl bei Graphenproblemen)

dann ist die Laufzeit eine Funktion dieser Parameter



Asymptotische Notation

aufgrund unseres vereinfachten Berechnungs-
modell macht es wenig Sinn zwischen den Laufzeiten 10 - n

und 10000 - n zu unterscheiden (da die tatsachlichen Kosten
verschiedener elementarer Operationen sich um teils grosse
konstante Faktoren unterscheiden)

sEaltly ignorieren wir konstante Faktoren (unabhingigvon Eingabegrésse)

Definition: fiir Funktion f(72), besteht O( f) aus allen
Funktionen ¢(n), so dass gilt
1C > 0.Vn > 1. g(n) < C - f(n)

Falls g(n) € O(f), sagen wir "g(n) hat Grossenordnung
héchstens f(n)" oder "g(n) ist bis auf konstante Faktoren
beschrdnkt durch f(n)" und schreiben g(n) < O(f(n))



Asymptotische Notation

Definition: fiir Funktion f(7), besteht O( f) aus allen
Funktionen g(n), so dass gilt

1C' > 0.Vn > 1.g(n) < C - f(n)

Falls g(n) € O(f), sagen wir "g(n) hat Grossenordnung
héchstens f(7)" oder "g(n) ist bis auf konstante Faktoren
beschrdnkt durch f(n)" und schreiben g(n) < O(f(n))
Beispiel:

naives Star-Finden macht n - (n — 1) < O(n?) Anfragen
cleveres Star-Finden macht 3 - (n — 1) < O(n) Anfragen



Asymptotische Notation—Ubung

"g(n) < O(f(n))" steht fur folgende Aussage tiber zwei
Funktionen f und g:

1C' > 0.Vn > 1.g(n) < C - f(n)

f kleiner gleich g bis auf konstanten Faktor
Gilt100-n +n> < O(n*)?  \a |

Yakle C=loy . ) . z
%o\v\vx odl(t (DD'V\+V\1 < \00\{\1'+V\ :'\O\\/\ :CV\
Loe alhe nz |

Gilt n* < O(1000 - n)? Hewn \.

_ \ 1 1600wV Wtk Wi
&{;\( SQO\Q% C>O y S\l{ W > C 1500w

w= C-1pod + | Jahlew



Representationen von Graphen (im Computerspeicher)
gerichteter Graph G = (V, E)mit V' = {vy,...,v,}

Definition: die Adjazenzmatrix von (& ist eine Tabelle A mit
n Zeilen und 7 Spalten, so dass fiir den Eintrag A;; in Zeile ¢

0 (UZ',’U]') ¢ F
Az’j —
1 (vi,v5) €FE

und Spalte j gilt

Laufzeit O(1) um zu

testen ob (& bestimmte * \ \O % T T’
Kante (v;, v;) enthalt >l/ 2] 00 °
Vv V),
. P 3| 0 0o
Laufzeit O(7) um alle $& Vi 2| oo o

Nachfolger eines Knoten
v; aufzuzahlen



Representationen von Graphen (im Computerspeicher)
gerichteter Graph G = (V, E)mit V' = {vy,...,v,}

Definition: die Adjazenzliste von (- ist eine Tabelle A mit 7
Eintrdgen, so dass Eintrag A, eine Liste aller Nachfolger

von v; enthalt

Laufzeit O (deg " (v;) +1) v Ve

um zu testen ob & \ /ﬂ‘\/ ) 2,5 #

bestimmte Kante (v;, v/ ) N O/ 2| b

J v oV f—

enthilt \/,,7\ b//ll v. % ( Qeev )

Laufzeit O(deg” (v;) + 1) \7L e

um alle Nachfolger eines ! K ;T

Knoten v; aufzuzahlen © —
E A e






