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gesucht: Spannbaum mit minimalem Gewicht
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Figure 2 : Fully parsimonious minimal spanning tree of 933 SNPs for
282 isolates of Y. pestis colored by location.

From: Yersinia pestis genome sequencing identifies patterns of global phylogenetic diversity

2.ANTig
epals'6 Branch 2

2.MED2
©K1973002

0.PE3  0.PE7

®opE

PESTF
Branch 0 afees

O China @ Madagascar @ Germany

© Southeastern Asia @ Nothern Africa @ Former USSR

@ India @USA © Kurdistan/Turkey

@ Central/South Africa @ South America O Other

Large, bold text, branches 1, 2 and 0; smaller letters, populations (for example, 1.ORI3); lower case letters, nodes (for
example, 1ORI3.a). Strain designations near terminal nodes, genomic sequences. Roman numbers, hypothetical nodes. Gray
text on lines between nodes, numbers of SNPs, except that one or two SNPs are indicated by thick and thin black lines,

respectively. Six additional isolates in 0.PE1 and 0.PE2b (blue dashes) were tested only for selected, informative SNPs.



Anwendungsbeispiele

e vernetze 1 Computer eines

globalen Unternehmens mit
minimalen Kosten (allgemeiner
Begriff: Netzwerkdesign)

e Bildsegmentierung (image
segmentation)

e Clustering (z.B. fiir genetische
Distanz)

e Bestandteil anderer Algorithmen

Figure 2 : Fully parsimonious minimal spanning tree of 933 SNPs for
282 isolates of Y. pestis colored by location.

From: Yersinia pestis genome sequencing identifies patterns of global phylogenetic diversity

2.ANTip
epals'6 Branch 2

2.MED2
©K1973002

0.PE3  0.PE7

®

®opE

PESTF
Branch 0 afees

O China @ Madagascar @ Germany

© Southeastern Asia  © Nothern Africa @ Former USSR

@ India @USA © Kurdistan/Turkey

@ Central/South Africa @ South America O Other

Large, bold text, branches 1, 2 and 0; smaller letters, populations (for example, 1.ORI3); lower case letters, nodes (for
example, LORI3.a). Strain designations near terminal nodes, genomic sequences. Roman numbers, hypothetical nodes. Gray
text on lines between nodes, numbers of SNPs, except that one or two SNPs are indicated by thick and thin black lines,

respectively. Six additional isolates in 0.PE1 and 0.PE2b (blue dashes) were tested only for selected, informative SNPs.



gegeben: unger. Graph G = (V| /), Gewichte w: F — R

gesucht: Spannbaum mit minimalem Gewicht



gegeben: unger. Graph , Gewichte

gesucht: Spannbaum mit minimalem Gewicht

. kﬂtu k rus <=7 k &lf/lvl bl\/(o{lu ‘A/J/
sel’l — ’V’ und m — ‘E‘ L\/q,(,,{ ot  k J(Dm‘oow,',t

drei agquivalente Formulierungen: Wt vk Kaaten
q g =) LJQ‘D( w\,"f' n-| k@u‘fe\q st BWWM

e wahle n — 1 Kanten mit minimalen Gewicht so aus, dass
kein Kreis entsteht



gegeben: unger. Graph , Gewichte

gesucht: Spannbaum mit minimalem Gewicht

. '(etbt k s <=) k °t'~7/~ll1 bl\ldlu WJ/
sel’l — ‘V’ und m — ‘E‘ L\/q[,,{ ot  k kom‘oom£

drei agquivalente Formulierungen: Wt vk Kaaten
q g =) LJQ/D( W\."lt_ n-| ‘{au‘feq st %WWM

e wahle n — 1 Kanten mit minimalen Gewicht so aus, dass
kein Kreis entsteht

e wahle n — 1 Kanten mit minimalen Gewicht so aus, dass
alle Knoten zusammenhdngend werden



gegeben: unger. Graph , Gewichte

gesucht: Spannbaum mit minimalem Gewicht

| e Kreis < Kces, bideg Wt/
sel’l — ‘V’ und m — ‘E‘ L\/q,(,,{ ot  k l(Dmr:omﬁ

drei agquivalente Formulierungen: Wt vk Kaaten
q g =) LJQ‘D( W\."IL n-| kkh“e\q st %W%M

e wahle n — 1 Kanten mit minimalen Gewicht so aus, dass
kein Kreis entsteht

e wahle n — 1 Kanten mit minimalen Gewicht so aus, dass
alle Knoten zusammenhdngend werden

e entferne 1 — n + 1 Kanten mit maximalem Gewicht so,
dass alle Knoten zusammenhdingend bleiben



gegeben: unger. Graph , Gewichte

gesucht: Spannbaum mit minimalem Gewicht

. '(etbt k s <=) k °t'~7/~ll1 bl\ldlu WJ/
sel’l — ‘V’ und m — ‘E‘ L\/q[,,{ ot  k kom‘oom£

drei agquivalente Formulierungen: Wt vk Kaaten
q g =) LJQ/D( W\."lt_ n-| ‘{au‘feq st %WWM

e wahle n — 1 Kanten mit minimalen Gewicht so aus, dass
kein Kreis entsteht

e wahle n — 1 Kanten mit minimalen Gewicht so aus, dass
alle Knoten zusammenhdngend werden

e entferne 1 — n + 1 Kanten mit maximalem Gewicht so,
dass alle Knoten zusammenhdingend bleiben

spdter: jede dieser Formulierungen entspricht einem “gierigen
Algorithmus” fiir minimale Spannbdume



gierige Algorithmen



gierige Algorithmen

® berechne Losung als Sequenz von Entscheidung
Beispiel: Entscheidung ob Kante zum minimalen
Spannbaum gehort oder nicht



gierige Algorithmen

® berechne Losung als Sequenz von Entscheidung
Beispiel: Entscheidung ob Kante zum minimalen
Spannbaum gehort oder nicht

o treffe jede Entscheidung “best-mdglich” im Hinblick auf
vorher getroffene Entscheidungen (ignoriere die Zukunft!)



gierige Algorithmen

® berechne Losung als Sequenz von Entscheidung
Beispiel: Entscheidung ob Kante zum minimalen
Spannbaum gehort oder nicht

o treffe jede Entscheidung “best-mdglich” im Hinblick auf
vorher getroffene Entscheidungen (ignoriere die Zukunft!)

® (indere niemals schon getroffene Entscheidungen!
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zwei allgemeine Prinzipien erlauben uns die Korrektheit dieser
Algorithmen zu zeigen
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Korrektheit von Riickwdrts-Kruskal durch Kreisprinzip

Satz: jede Kante, die der Rickwarts-Kruskal Algorithms
entfernt, erfiillt das Kreisprinzip

Beweis: in jeder Iteration, entfernt Rickwarts-Kruskal die
teuerste Kante unter all denen, die auf einem Kreis liegen
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Schnittprinzip: (cut property)

betrachte Knotenmenge S C V mit 0 < |S| < |V|;
unter allen Kanten mit genau einem Endpunkt in 5, sei e
diejenige mit kleinstem Gewicht;

dann enthilt jeder minimale Spannbaum die Kante e.

wie’) > k)

Strategie: betrachte Baum /' ohne e
und konstruiere Baum 7" mit
kleinerem Gewicht

Beweis: wahle /' =T + e — €
wobei ¢’ € T eine Kante auf dem

Kreisin /" 4 e mit genau einem
Endpunkt in S ist
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dann hat e; das kleinste Gewicht unter allen Kanten mit

genau einem Knoten in S [
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Satz: jede Kante, die Kruskals Algorithmus auswahlt, erfillt
das Schnittprinzip

Beweis:

angenommen Kruskal wahlt e, ..., e, | € F nacheinander
erfiillt e; das Schnittprinzip?

betrachte Zusammenhangskomponenten 51, ..., 5, im

Graphen, der nur aus e, ..., e¢; | besteht

=4

D

dann ist e¢; die Kante mit kleinsteri Gewicht unter allen
Kanten mit Endpunkten in zwei versch. Komponenten ||
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leicht einzusehen: alle drei kennengelernten Algorithmen
lassen sich mit polynomieller Laufzeit implementieren
(tatséchlich reicht jeweils O(n - m) Zeit aus)

zumindest die Algorithmen von Prim und Kruskal lassen sich
sehr effizient implementieren, mit Laufzeit O(m - log n)

im Folgenden: effiziente Implementierung von Kruskals
Algorithmus
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make(V): erstelle Datenstruktur fiir leeren Graphen auf V
find(u): gib eindeutigen Namen der ZHK von u zuriick
union(u,v): fige Kante ju, v! hinzu / vereinige ZHKs von u und v

ausgehend von naiver Datenstruktur,
werden wir effiziente Datenstruktur erarbeiten,
die diese Operationen unterstiitzt
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Speicher:

Array rep|u] = eindeutiger Reprasentant der ZHK von 20k,
Array members|r| = Liste der ZHK representiert von r {a//; «
Array size|r| = Grosse der ZHK representiert von r aél/cfl,/

Operationen:
make und f1nd wie zuvor (im wesentlichen)
union(u,v): fiuge Kante {u, v} hinzu / vereinige ZHKs von u und v

® betrachte Grossen der ZHKs von © und v

® mache Rep. der grosseren ZHK zum Rep. der Vereinigung
(dazu muss nur kleinere ZHK durchlaufen werden)

Laufzeit: O(min{|ZHK ()|, |ZHK (v)|}) fiir union (u, v)

schlimmster Fall: ©(n)
werden zeigen: kann héchstens O(log n) mal eintreten



Amortisierte Analyse
erzeuge Datenstruktur durch make (V) (Laufzeit: O(|V]))

Satz: jede Sequenz von 12 — 1 Uun10n Operationen hat
Gesamtlaufzeit O(n logn)




Amortisierte Analyse
erzeuge Datenstruktur durch make (V) (Laufzeit: O(|V]))

Satz: jede Sequenz von 12 — 1 Uun10n Operationen hat
Gesamtlaufzeit O(n logn)

beachte: cinzelne Operationen kénnen Laufzeit ()(log 7) haben



Amortisierte Analyse

erzeuge Datenstruktur durch make (V) (Laufzeit: O(|V]))

Satz: jede Sequenz von 12 — 1 Uun10n Operationen hat
Gesamtlaufzeit O(n logn)

beachte: cinzelne Operationen kénnen Laufzeit ()(log 7) haben

Beweis:

wieviel Zeit verwenden wir insgesamt fiir einen Knoten u?




Amortisierte Analyse

erzeuge Datenstruktur durch make (V) (Laufzeit: O(|V]))

Satz: jede Sequenz von 12 — 1 Uun10n Operationen hat
Gesamtlaufzeit O(n logn)

beachte: cinzelne Operationen kénnen Laufzeit ()(log 7) haben

Beweis:
wieviel Zeit verwenden wir insgesamt fiir einen Knoten u?

Hdngt davon ab wie oft rep [ u] verdndert wird!




Amortisierte Analyse

erzeuge Datenstruktur durch make (V) (Laufzeit: O(|V]))

Satz: jede Sequenz von 12 — 1 Uun10n Operationen hat
Gesamtlaufzeit O(n logn)

beachte: cinzelne Operationen kénnen Laufzeit ()(log 7) haben
Beweis:
wieviel Zeit verwenden wir insgesamt fiir einen Knoten u?
Hdngt davon ab wie oft rep [ u] verdndert wird!
sei /V,, = Anzahl der Anderungen von rep [ u]



Amortisierte Analyse

erzeuge Datenstruktur durch make (V) (Laufzeit: O(|V]))

Satz: jede Sequenz von 12 — 1 Uun10n Operationen hat
Gesamtlaufzeit O(n logn)

beachte: cinzelne Operationen kénnen Laufzeit ()(log 7) haben
Beweis:
wieviel Zeit verwenden wir insgesamt fiir einen Knoten u?
Hdngt davon ab wie oft rep [ u] verdndert wird!
sei /V,, = Anzahl der Anderungen von rep [ u]

dann gilt "7 min{|ZHK; ()|, |ZHK;(v;)|} = 3, N,



Amortisierte Analyse

erzeuge Datenstruktur durch make (V) (Laufzeit: O(|V]))

Satz: jede Sequenz von 12 — 1 Uun10n Operationen hat
Gesamtlaufzeit O(n logn)

beachte: cinzelne Operationen kénnen Laufzeit ()(log 7) haben

Beweis:

sei /V,, = Anzahl der Anderungen von rep | u]
danngilt 57" min{|ZHK, (u,)|, |ZHK; (v;)|} = ", N,

jede Anderungen von rep [ u] verdoppelt Grosse der ZHK von
(da wir immer nur Rep. der kleineren ZHK dndern)



Amortisierte Analyse

erzeuge Datenstruktur durch make (V) (Laufzeit: O(|V]))

Satz: jede Sequenz von 12 — 1 Uun10n Operationen hat
Gesamtlaufzeit O(n logn)

beachte: cinzelne Operationen kénnen Laufzeit ()(log 7) haben

Beweis:

sei /V,, = Anzahl der Anderungen von rep | u]
danngilt 57" min{|ZHK, (u,)|, |ZHK; (v;)|} = ", N,

jede Anderungen von rep [ u] verdoppelt Grosse der ZHK von
(da wir immer nur Rep. der kleineren ZHK dndern)

also gilt /V,, < log, n fur alle u



Amortisierte Analyse

erzeuge Datenstruktur durch make (V) (Laufzeit: O(|V]))

Satz: jede Sequenz von 12 — 1 Uun10n Operationen hat
Gesamtlaufzeit O(n logn)

beachte: cinzelne Operationen kénnen Laufzeit ()(log 7) haben

Beweis:

sei /V,, = Anzahl der Anderungen von rep | u]
danngilt 57" min{|ZHK, (u,)|, |ZHK; (v;)|} = ", N,

jede Anderungen von rep [ u] verdoppelt Grosse der ZHK von
(da wir immer nur Rep. der kleineren ZHK dndern)

also gilt /V,, < log, n fur alle u
Gesamtlaufzeit: O(> ' | N,) < O(nlogn)
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